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الفصل اكاول 
الاعداد المركية 





الاهداء 


الى سيدي ومولاي سبط الرسول محمد (صلى الله عليه وآئه) 
الامام الحسين (عليه السلام) أهدي هذا العمل المتواضع ... سائلا 
الله (عز وجل) أن يقبله عنده ويجعل لي عنده قدم صدق مع 


الحسين وأصحاب الحسين الذين بذلوا مهجهم دون الحسين (ع) 





جم ١‏ 2 متجحكد 


الاعداد ال مركبة 111111119©1:5 60111121626 
تعريف : يسمى العدد المكتوب بالصيغة 51 + 0 - )) حيث ان [ #8 عدداقخ حشهان 2.71 
يسمى عددا مركبا » حيث ان 0 جزءه الحقيقي 231 1621 ويسمى / جزءه التخيلي :31 1111251112177 
ويرمز الى مجموعة الاعداد المركبة بالرمز ) ويقال للصيغة 51 +1 0 الصيغة العادية او الجبرية للعدد 
المركب وكذلك للعدد المركب اكثر من صيغة حيث يكتب بشكل زوج مرتب ( 7 , 0) وتسمى بالصيغة الديكارتية 
للعدد المركب . 
مثال : (1) العدد 1 3 - 6 عدد مركب جزءه الحقيقي 6 وجزءه التخيلي 3- 


)2 العدد 8- عدد مركب جزءه الحفيفي 8- وجرءه التخيلي 0 
ويسمى العدد المركب الذي يحتوي على جزء واحد كالاتي : 
* العدد المركب الذي يحتوي جزء حقيقي فقط يسمى (عدد حقيقي بحت) مثل هذه الاعداد 7 , 3- , 5 


* العدد المركب الذي يحتوي جزء نخيلي فقط يسمى (عدد نخيلي بحت) مثل هذه الاعداد 1,51 ,21 





]- :/-1 

2 - 0/-1(2--1 

+1- -: (1-)- 2:2 - 3غ 

1 -(1-).(1-) - 2:2 - 4 
كن د 


مرو ا ل 1 


- 


1 -.1- - :. 1(7-)- ] 12(7) -: 14 - 15خ 
بطر د قا 

1 2 15 5 1 

- 8 _ 1 _ ج| 

] تت 2-07 1 


بصورة عامة عند رفع 1 لعدد صحيح موجب فالناتج يكون احد عناصر المجموعة (1,1-,  ,#‏ -] حيث 
نقسم اس (1 ) على 4 وباقي القسمة يكون هو أس جديد ل 1 . 
ملاحظة : 4 حالة الكسور التي تحتوي ل المقام 1 يجب ان يكون أس العدد الذي نأخذه 2 البسط أكبر من أس 


العدد الذي 4 المقام . ويجب ان يكون اسه من مضاعفات العدد (4). 
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متال : أكتب ما يلي ِثْ ابسط صورة : 
لأن الاس من مضاعفات العدد 4 ولا يوجد باقي قسمة 02 1 -20] 
[56 - 14 < 4] ( 42 باقي القسمة) 1- - 1(142) - 2 ,4014) - 58 
- )0 )1( 122:0( 03 - 3 و0 _ 033 مر 
7 ح تع ا اد َ 
ملاحظة : ان كل 1 ح * اي ان 1 8 جا - 11 حكن كن ةن 
يصورة عامة فإن كل أس من مضاعفات العدد 4 هو 1 
ملاحظة : يمكننا كتابة الجذر لأي عدد حقيقي سالب بدلالة (]) فمثلاً : 
2/31 - 1-/1. 5/12 - 12-/1 , 41 - 1-/1. 1/16 - 16-/1 
1157 - 1 -/1. 1/15 ع 15-/17 
مثال : أكتب كلا مما يأتي بالصيغة 81 
31 - 1-/. 1/3و - 3-/1(1) 
01 - 1-/1. ولد - و-ل١(2)‏ 


مثال : أكتب الاعداد التالية على الصورة 81 + 0 


1-31- - 1-/1. 1/3 -1- - 1-3 - 1 - (ن) 





517 1 1/2552 1 25-/ة+ 1 
2 -222 ب - حخنت رن 
4 +4 4 4 4 


مثال : أكتب الاعداد التالية بالصيغة الحبرية للعدد المركب : 


01 +1 -1 - 1(4) -ح 404) - 15 (1) 
1 -0-خ - ()-) (1) - 3 12 ع 15] (2) 


ْ : 5 1 1 2 
20-1 ]ساح ث) دج - جح د 23 3(1) 
' م- 5-7 كا 23-ن و4 
1 ل جاحيس ين 0411 





مثال : اكتب بالصيغة العادية للعدد المركب كل مما يأتي : 


1 + 20/3 ح 20/3 + : ع 1/12 +5 (2 1-67 - 7-36 - 2 (1 
مصطاحات عامة : مجموعة الاعداد الطبيعية  ![‏ مجموعة الاعداد الصحيحة / , مجموعة الاعداد الحقيقية 
؟] » مجموعة الاعداد المركبة .) » الجزء الحقيقي للعدد المركب (7)]! » الجزء التخيلي للعدد المركب (1)2 . 
واجب ٠‏ ضع كلاً مما يأتي بالصيغة العادية أو الجبرية للعدد المركب : 

)1( 0 )3( 22 3 )4( 5 - 6 )5( 5110 + 3 

)2( )6( 18:8 - )7( )5:12 + 3.1 )8( 514-36 


تساوي عددين مركبين 
اذا كان 31+11 ح 1)) , 621 + 32 ح 2ر) فإن 2 > 61 , 32 ع 31 © 2ي)-1ر) 


»اي اذا تساوى عددين مركبين فإن الجزء الحقيقي والجزء التخيلي متساويان . 
مثال : جد /, 0 اذا علمت ان 21 - 13- -ح 88 + 0 
الحل : باستخدام خاصية التساوي 
الجزء التخيلي 2- ح زر الجزء الحقيقي 3 - 0 


متال : جد فيمة 77, 2 الحقيقيتين اللذان يحقفان كل من المعادلات الاتيك : 
#:(3 + 7ز3) + 7 -ح ]5 + 3 -22 (3 
الحل : بإستخدام خاصية التساوي 
5 -« ج 10 ع2 ج 3 + 7 - 22 ج 7 ع 3 - 212 


ب . ح برق ج 3 - 5 ح 37 5 ج 3 + 7و3 


1( 47 +32) + 6 ح ‏ 15 + 7ر3 + 22 رط 
الحل : بإستخدام خاصية التساوي 





وآحك 3 |(1) ......... ...6 ع برق + 21 
اوجد قيمة مر ,3 
87 +3377- ح غ(ج + /و2 ) + (13 - 22 )(1 (3) ...... ... ... 18 ع بو9 + ع6 
51 +*- - 1(+2 +2ز) + (3- 270025 0 ني 4 جح برع + رم + 





167 - 12 -ح #بر -إبوع2 22ر3 


26 + 3)-12( - 6 








2 
21 - عرجه 42 - ر2 ج 36 + 6 حع عر2 + 6 -ع 36 -22 


37+ 8- -:(28-1) -(1+:ن2) 0 
الحل : بإستخدام خاصية التساوي 


1 - 8 - 7ر2 ج 8 - 1 +21 

الجزء الحقيقي د بو 9- -ح [و2 

1 -3 - «2- ج33 -ح 1 +د22- ج 3 -ح (1 22 )- 
الجزء التخيلي 1- - 2 .. د22 -يم2- 

3 - 41 -ح #بر -غبوع 2 -22 (0 


الحل : بإستخدام خاصية التساوي 


47+ 3- - :بور 2 -4رو قير 


(1) اا اا 8ح شرو قير 
لفان سععه مدعب 4 . 2 زوين 2 بت 
2 _ 4 
من معادئة (") نحصل على 77 لنعوضها ل معادلة )١(‏ ار 
22م 2 
3 ر2) لبر 
4 
0 - 4 -2ع3 +دفع جه خ3,2- - 4 كع هد 22 ., [ 3--2-- 2ج 


0 -(22-1) (4 + ذير) 
لا يمكن حلها 4 +1 4 -ح 2ينر تهمل 0 ح- 4 ل 2ن أما 
1 + - + 1 - 2ج ج 0 - 22-1 أو 
عندما ‏ 1 -2 مح حر ح 0 
عندما 1- - 12 2 - | ح رو 
جمع وطرح الاعداد المركبهة 
) © دن , 2ن , 1ن للا وكان ر ]8 + 0 -1)) , 01 + © <2ج2ر) فإن 


1( )1 + 2- 2+1 
2( )1+ ))2+)3(- )).1+2(+ 3 
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1 (0 + 5 ) + ع + ع ) ع (01 +ع ) + ( 51 + ع ) ح 2) + 1ن) (3 
النظير الجمعي للعدد المركب ‏ 0 - (0-) + ) ر 51 -0- -ح ) -1 ز( + 4ه ع ) ر4 


العنصر المحايد لعملية الجمع هو الصفر 07 + 0 ع 0 , 0+ )0 ع /) + 0 (ز5 
ملاحظة : اذا كان 8 6 + 0 - 6 فإن نظيره الجمعي ‏ 51 -0- ح مم 
مثال : جد ناتج ما يأتي : 
27 -3 -ح (5- 3) + (1 +2 ) -ح (:5 -1)+ (1()2+31 
57 +1- -ح (6 +1-) + (4 - 3) - (خن6 + 4 ) + (- 2()3 
7(#7-+ 5) + (2 - 4) ع ( 3 7-+ 2- ) + (خ 5 +4 ) -ح (خ2-7 ) -(ة5 +4 )(3 
27 +2 - 
4 - 3) +(2 -0) -(غ]4 + 3-)-(2 -0) -(314-43)-21 -(4 

[6 - 3 -حع(4 -2-) +(3 +0) - 
مثال : حل المعادلة 7 + 5- ح بر + (زغ2-4 ) ,ان د 
الحل : باضافة النظير الجمعي للعدد ( 8 4 - 2) للطرفين لان جمع عدد مع نظيره يساوي صفرا 

7 +5 ح رن درغ 4 -2) 
7١ + )-2+40(‏ + 5-) ح عر + (2+41-) + (غ2-4) 
4١]:‏ +1) + (2 -5- ) -ج +0 + 0 
57 +7- ح بر 
ملاحظة : ان طرح اي عدد مركب من اخر يساوي حاصل جمع العدد المركب الاول مع النظير الجمعي لالعدد 
المركب الاخر. 
مثال : جد ناتج ‏ (58 + 8) -(283 - 3) 

[:7- 5عات:(7-) نقد ص ز(5 -2-) +3-8(4)- (5 8- ) +(22 -3) 
ملاحظة : مجموعة الاعداد الحقيقية )1 هي مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد المركبة ) اي ان .) © 15 
مثال : جد ناتج ‏ (41 + 9)-(138 -7) 
الحل : 

© 4 + 9 ) -(: 13 -7) 
77 -2- - 8( 4 - 13 - ) + (9 -7) -ح (خ2 4 - 9- ) + (2 13 -7) - 





مثال : جد مجموع العددين 2 كل مما يأتي : 


27 5 , 410/281 + 3 (2 
21 + 8 -ح (1 21/2 - : 2/ح4) + (5 + 3) ع (] 21/2 - 5) + (1 2/مه + 3) 
5# -2, 3 (ط 
51 - 5 - إ(5 - 0) + (2 + 3) ع (50 - 2) + (01 + 3) 
1-4- - ب , 76 + 3 دير , 56 +1 2 0 
111+ 3 - :(1 -7 + 5) + (1 - 3 + 1) - ( - 1-) + (7 + 3) + (58 + 1) ع ع + ترز + بر 


مثال : اذا كان 117 - 1- ح 7 ,71 -1- ح 7لا , 21 + 1 ح © فأوجد ما يلي ٠.‏ 37 + :4 -26- 


(1-118-)3 + 7 -1-)4 - (2 + 2)1- ع ج37 + بره -ع2- 
590- 3-) + (:28 + 4) + 4 -2-) - 
[1-9---:(33 -28 + 4-) + (3 -4 +2-) - 
واجب :اذا كان 111 --1- ح ج , 71 -1- ح- رزلا , 21 + 1 ح- م0 فأوجد ما يلي : 
(*31 + ه1ذ)21 (0) (سسج+ء +ع) )03‏ 2+غ4-ج2 +ء3-  )5(‏ 32+جز + س2 (م) 


ضرب الاعداد المركبة 
اذا كان 4ل © 2/ , © ل (01 + »© ) ح ييا , ( 81 + 0)ح إري) فإن 
آم + 2ه ع (أم + )طم 1 
501 + طط- -ح طط8 - أمط - كاطع + نأمط ع (اط + 1)0م (2 
52(1 + 00) + (50 جدعم) ع 5014 + زاعط + 001 + عه ع (01 دع )(زم + ه) -دن . 01 (3 
201 + (02-2 ) -15 55 + 2051 + 2م 51(2 + ه) (4 
- 3-1 0 + 0 عه 5(٠‏ 
ملاحظة : يوجد النظير الضربي لكل عدد مركب ما عدا الصفر لا يوجد له نظير ضربي . 
مثال : جد ناتج كل مما يأتي بالصيغة الجبرية للعدد المركب : 
37 - 3 - (62 -3)1 (1 
,3 + 18 -ح 18 +3 -ح 1812 - 3 -ح (61 -31)1 (2 
71 +4- -ح :4(8 + 3) + (6 - 2) ح 62 + غ4 + ]3 + 2 - (31 + 2:()2 + 1) (3 
141 - 5 -:(12 -2-) + (3 --8) - 32 +121 -2 -8 -ح (ث - 3:()4 - 2) (4 
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28 + 328)5 -2-) ح (5 +2-38()2-) ح(5 + 4ل ) (3:3 + 22 ) (5 
15-64 -4 -10- - 
4-107 -15 -41 -(10+6-) - 
41 -3-- 4 -4 -1 - 4 + 4 - 1 ع 22 - 1) )6 
5-127-- 12-9 -4 - 9,2 +12 -4 -3:(2 + 2-) (7 
(4 -غ4 + 22)1 + 1) ع (42 + 4 + 2:()1 + 1) -2(5 + 22()1 + 1) - 23 + 1) (8 
82 + 61 )4 + 3- ح (41 + 3-)(غ22 + 1) - 
11-227 --(خ41-62) +(3-8) - 
241 -7- - 1612 +241 - 4025-9 - 3) - 2(4] + 41 - 4) -4 42 - 2)] - 4 - 2) (9 
(1282 + :80/3 - 4) + (312 + 21/31 - 1) - 21/312 - 2 ) +1/31(2 - 1) (10 
(12 -8:/31 - 4) + (3 -20/31 -1) - 
1 -10- - (80/31 - 8-) + (20/31 -2-) - 
229 -: - غ6 + 3) - (12 +2 + 1) -ح (213 + 3)1 - 3) - 5( + 1) (11 
(غ:5 + 5) -(غ2 + 0) ع 1(8 - 6) + (2 + 3 ) -(223 + 0) - 
5-37 -ح (51 -5-) + (2 +0) - 
-1) 22 -1) -(2 + 221 + 1) ع 23 - 1) - 3( + 1) (12 
[ -2:)1 -] - (غ + 24)1 - (غ -2()1: +2 - 1) - (غ: +2()1 +22 +1) - 
41 +0- 22 + 2) + 228 + 2-) - 283 -2-) - 22 + 2-) - (21+2:2-) -(21+212) - 
اذا كانت 38 + 2 - 32 , فجد قيمة 16-/4 34 2ع (13 
الحل : 
44 +381 + 3832-3)2 + 2 ) 2 16-/1 +321 -2ن - 
48 + 0) + (912 -6-) + (915 +121 + 4) - 
101 + 4 ع (4 + 0) + (623 - 9) + (121 + 5-) - 
(2 +2 -]1) + (2: +]2 + 1) -ح 74 - ]) + 5غ + 1) (14 
0 -<2 -2 -(1 -2 -1) +(1 -2 +1)- 
واجب : جد ناتج كل مما يلي : 
28 +3)1: - (غ + 1): (2) (3-/21 + 1) (3-/1 + 2) (1) 
(2-/+ 0/2 4 (2-/21 + 2) (8-/ + 3) (3) 
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جم ١‏ + متجعحكد 


المرافق (العامل المنسب) للعدد المركب 
اذا كان )5 + 4ه ح ع فإن 58 - هج - © حيث يسمى © 0 0 -<ع6. 
38 - 4+9 -38 +3:()2 -2) 
1 - 25 +16 - 58 - 58)4 + 4) 
2 - 1 +1 ” 


ا ل 
آط + 0 


خواص مراقق العدد المركب 





) © © , م6 , © 7 
2622 + ,مح 6011-2 )م1 


2( ©1 . ©2- ©1 . 2 





6 5 هرد 
اذا كان 84 + © حع © فإن 85 + كم دع 6 (4 
0 -ح ع + © ر5 
كب له 
ديع 7 540 3 ,6 


اذا كان 8[ © © فان © - 6 (7 


النظير الضربي للعدد المركب 
ملاحظات : 
)١(‏ عند ظهور (8) 4 المقام نضرب المقام والبسط بمراقق المقام لتبسيط الحل . 


0 


1 
)١(‏ يمكن استخدام التعبير (مقلوب العدد المركب) بدل (النظير الضربي) ويرمز له بالرمز” - ” © . 
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جم ١‏ 2 متجعحد 


مثال : جد النظير الضربي لكل مما يأتي : 


341 حجن (1 
.4 3 3-4 _غ3-4 2 1 _1_ و 


ا - ل : ح ‏ ) ): الجل 
5ض 25 94+16 3-41 35+47 © 


28 -44)1 -282 - 3) ح» (2 


(*81 + 41-) + ( 41 + 9-121) - (21 - 41)1 - 22 - 3) : الحل 


 413( - -3 - 167‏ 8-) + (121 - 5) - 
. 16 3- _3+164- _3+16- 1 1 _1 1 
5 -' 265 5-3+161(294+25602' 3-16- 0 (3-16س ام 0 























مثال : جد عددين مركبين مترافقين مجموعيهما (6) وحاصل ضربهما (25) 
الحل : لتكن ‏ 81 -0 -ح [(7 , 5 + 0 ح عر 
 - 3‏ ج 6 -ح 20 ج 6 ع (غط - 2 ) + زط + م) 
52-6 جه 9 - 25 - 2م ج 25 - 5ز + 9 ج 25 -52 + 2م جه 25 ح (إلط - ه) .زط + م) 
4+ - م 
“. العددان هما (44 - 3 ) , (41 + 3) 
مثال : اذا كان (8 + 1 ع ,0©) » (28 - 3 ح 02©) فتحقق من الآتي : 
+22 - و6276 (1 
4+1 -4-1 -:(2 -1) + (3 +1) - (20 - 3) + (0 + 1) - يع جرع 15آرآ 
1 +4 -(2 +1-) + (3 +1) - 22 + 3) + (1-1) حرم + ,© 8115 
5 - 1,115 
2 .1 - 61.62 (2 
5-4 -+ 5 - (2:2 -:3) + (20 - 3) - (20 - 1(.)3 + 1) - يرج 115آآ 
/ - 5 -2 +3 -2 + 3 - 20 + 3)(: -1 ) - (2:7 - 3) . (7 +1) - ,2 . رح 8115 



































5 - 1,115 
61 __ +61 
خاح 6 3 
2602 2 
+5 1 9 1-5 5 1+5 _ 3+2 31+21 9 [للحاد 5 +1 ( 5 8 111 
03 13 13 13 9+4 3+2 3-2122 7 
54 12 _ 1-564 _3+22-:3-2 __ 3-241 ن 1-4 _ 1-1 _ 1+8 _ هع 0 
 3+282(( 3+2823-28 9+4 13 13 3‏ 3-22 0ج 
15 - 1,115 








حل 
عل١‏ 
ه66 
حم 
| 
5 
حم 
3 
حم 
|| 
حم 


,© - +1 -- ] ح هب 


٠ 171537751117115‏ 177 ةل 1 اال 

















3-2 إبل؟ 
مثال : اذا كان > 7 0 مترافقان فجد قيمة كل 17 © ,2 
: 0ظ 2-1 3-7 
الجل : لأن العددان مترافقان ع 
27 + 3 37 - نر 
#- | 58 +1 
(52 + 22()1 + 3) ع (غ7ز -ع)- 
1014 + 21 +15 + 3 ح نبز + عنخ- 
77 + 7- - 7 - 1ن 
باستخدام خاصية التساوي 7- ح ري جح 17 - 1ن 


7- 7ه 7- -ح ررد 
واجب ؛ اكتب العدد بالصيغة العادية 4ك 
2 : , 34+41 
مثال : اثبت ان العددين مترافقين ‏ 31 --2 , 38 +2 
الحل : جمع العددان - 20 
0 - 4 - ]0 + 4 ح ]((3-) + 3) + (2 + 2) - 38 - 2) + 38 + 2) 
حاضل كنرنييا 2 © عن 2ن 
العددان مترافقان 13 - 9 +44 - 92 6 + 6 - 4 ح (313 - 2) (31 + 2) 
مثال هء ') © 2 وكان 72 مرافق له ؛ جد العدد المركب 2 اذا كان 4 - 58 -ح 7 + 21 
الحل . أ8 - 0 - 2 , 8 +04 - 3 نعوض « المعادلة 
4 -:5 ]م حي + ]م2 +200 ج 4 -غ5 - زط جعي + ر(آط + 2)0 
4 - :5 - 8 + 30 




















باستخدام خاصية التساوي 7 + 4- - 7 + 30 
5 ما ف ديم جد 4- - 30 
-1 4+2 3 
مثال : اذا كان -- ح ]3 5 - 1 اثبتان 28 -ل2 ح (7 + نر 
خ-1 2 44+28 
ا 0 - 37 +1 2 : 1.115 
- الل 1 -1 4+4 _ 
1 1-1 5 1+2 200 
27 6 2-1 27 - 6 2-1 2 2 ل 4 4 
ووب كر لحن نمحر للحن هلله فده _ 
2 2 1 2 2 - 1 +1 
5 -: 2 -2 --(خ-1-)+غ - 3 - 


5 -ح 1.115 
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قسمة الاعداد المركبة 


5 1 و0 ن )© _ 61 
عند قسمة عدد مركب على عدد مركب آخر نضرب بمراقق المقام وكما يلي + 22 6< 22 ح ل 


02 062 62 
مثال : ضع كلا مما يأتي بالصورة 88 + 0 
21 02ل +غ+1 غل1آي 1+4 1+4 





























م7 +0 -2 -- ع 0 تبت 3 
ٍ 2 12-2 مخ+1 خ-1 خ-1 ١‏ 
' : 0-5( 0-58 2-4-4-2 :-2- 2( 14+28 1+2 
7# -0 ح #2 اح داح -22 0 2 ك0 - لحداد )0 
5 5 (1)+2(42-) 2-17 خم+2- 7م+2- 
]ضع بالصيغة العادية العدد المرككى لالدهة 
5 5 5 ست 
إل( ضع بالصي 2 مركب وو | 
37 _ 55- _خ55-378- _ 5-25-121+6012 _ 1-51 ن 5-1241 _ 4-ئ9-12 _ 3-202) 
6 26 6 <5(20)+1(2) 2 ]1-5 ؤكب+1 |( 2 ]1+5 2 ]1+5 


ملاحظة : يمكن تحليل “17 + 202 الى حاصل ضرب عددين مركبين كل منهما من الصورة 1( +0 
2710 د عد) (امز دع) - 4 فيو د قر ح أبو + فير 
مثال : حلل كلا مما يأتي الى حاصل ضرب عاملين من الصورة 851 + 0 حيث 7 , 0 أعداد نسبية : 
4 + 22 (ل0 3 2 9 (ط5 0 (2 
الحل : 
8+ 2303 - 3) -ح 9-2 - 1 + 9 -10 (2 


302 +320)1 -1) 1-92 -ح 9 + 1 - 10 حل آخر 
(1/38+ 1/31()6 - 6) - 32 - 36 -ح 3 + 36 - 39 (ط 
(28 +287 -7) ع 44 - 49 - 4 + 49 - 53 0 
8 + «) (21 -2) ح 42 -ثير - 4 + دع رل 


مثال : حلل الى عاملين لعددين مركبين نسبيين : 
+328 -#2) - 92 - شبر ع وب+بش2ع (1 


(1دكه + ب دك بر) - زع 16 - رومع 16 + 2بر (2 
(28 +1 -#)28 -1 - #) ح 1(2-42 - 2)-4 + 1(5 - 2ن ) (3 


17 3 2 1 3 1 3 
6 لانن جح 2خ .خم جلصسدا سهد ن#ن جد جم سداد 96 
125 125 125 1 )4 


- م + مم 0خ - م - [ 2ك + عو + 2د )2 -) - 
(38 + *) (41 + 2 ) ح 124 + نر + كر - 12 ع7 + كع (5 
مثال : حلل الى عاملين او اكثر لكل مما يأتي : 
+ 22 )(1 -2«2) - 24 2ع4 - 1 + 4ع4 (1 
(12 --22) (1 + + ) (1 -: ) ع (1 + 2ه) (1 -خ24 ) ع 1 - 4ع (2 
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(© + +*) (ة -<*) (1 + > ) (1 -2) - 
(1 - غ« + شر ) (1 - ير ) -ح (2] + ]جع + ذع) 1١‏ س ير) عدثخ _ثمر (3 
(: + #*«)(*3# -2) -4 22-3 شرح 3 + ع2 - عر (4 





(أتز + ع«) (1«ز دع ) ع غير - كير - (12) درو - شير عأرو + عر ر5 
0 + 2)5 - 56)- 24- 25 -1 + 25 -ح 26 (6 


مثال : اكتب بالصيغة الجبرية بدون الضرب بالعامل المنسب : 














1 خ1-2201+2) 1-412 1+4 5 
1-7 1-27 1-27 1-2 
5 :5 12 
2-4 -2)1-20 - تشالت 0 _ - 0 _ شه 5 ع 9 د , 
1+2 1+2 1+2 1+2 1+2 


مثال : جد [, 7 التي نتحفق 2 2 + 8 ح (8 - 2) (78( + 22) 


8+8 2+7 


-- ح ]7و ل نر 

+2 2-4 و 

 16+104-1 _ 15+10 - 5 5 101‏ 1-غ2+غ16+84 100 
5 17 70 72 5 0 دبي 7 آل 

خاصية التساوي 7 + 3 - 7 + عن 


2 ح- 37 , 3 - 2 
مثال : جد 2,7 التي تتحفق 1 - 13 ع (8 - 17)[7 + (13 + )1 
الحل : نفتح الافواس 
م -13 - ]يو س بر + ]بر + شير 
خاصية التساوف - 13 ح #(مو- جع)+ (#بوس+ كيو 


(1).......... 13 ع بول شير 

(2).. ص 12ح > نو - ين 

(1-21.0-1- - بل-] جب 

نعوض معادلة (*) 24 معادئة )١(‏ (*).......... 2+1 ددعبو جح 
3 - 1(5 +2#) + كير 

0 - 13 -1 +#«2 + 2ر2 ج 13 - 1 + ع2 + شير + شير 

212+ 288-12-0 [ +2 

0 -6-ج + شير 

)2+ 3()«2- 2( - 0 
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2 -2 أو ىر 3- --2 أما 


عندما 3- -72 | لش- ح-(ر3ة جح 1 + 3- - :رز ج 1 + ث2 ح رق 





عندما لل -عز 3 -/ز1 ج 1 +2 ح بر + 1 +2 - بو 
2 
مثال ؛ جد '[, 3 التي تحقق المعادلة “222 - (8 + و ) (1د + 2) 

2 _2 
0 د تير + تير - 21 + :2 
31-77 بيب ببسبه 

- 

لقم ف لمهت 1 )22 _ 2 +بنو9- 
31+71 نسبيبه 
3277-7 ح :(2مج -2) +32- 
خاصية التساوي 17 -خ- ج :3 - ع37- 
3 ديج ج 9 - شير ج كر - 7 + 2 جه 7 ح بر - 2 


عندما 3- د | 3 -</ز 2 ع (3-)- 
3+ -17 عندما 3 -2 3- -«ر[ ج72 ح (3)- 
01-7 
)2 





واجب : اكتب بالصيغة العادية للعدد المركب 


حل تمارين (1 - 1) 
س1 شع غلا فماءيا بالضيقة العادية للعدد تركب ؛ 
+ 12) + 325 ++ 2) ,لالع ووم 41م 999 | 124 ,6خ ,5ن 














لله ن) ,جا اه , كلق , *ن - 4ه - “0 +1), زو موه + مم 
53 -1) + 5( + 1 ), 
م +0 -ح - ة.(1)- ث“ تمن 
[/0 +1--1- -(1-).(1) - 2ن 4ن - من 
07 +1 -1 -آ1(31) -4031) - 124 
هت 0 بت أدج اوقل 1 ع 40649 100 
4 +0--:.(1) - خغ "كن نع كز - 1ختخز 
(28 + 12) + (:12 + 5-) ح (:2 + 12) + 92 + 12 + 4 - (21 + 12 ) + 3245 247) ه 
7 +7 - 


607 + 18 - ح 1812 + 0 + 60 + 0 ع (61 + 3(0)0 + 10) ه 
“[> -1)] - 4[4 + 1)] ع ثزغ - 1) - 4ن + 1) ه٠‏ 
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م ١‏ + متجعحكد 


07 +0 ع0 -ح 42 - 44 ع 24-) - 2:(5) ع 24 +2 -1] -022 +2 + 1] - 


1-12 121-2- مت 1214 



































1 خ- خ- َ 
4 ر 7- :7244 _ 71241 _ 12--90+121+121 3441 5 31+41 3144 بي 
 3+4+ 13-2 9+6 25 25 5‏ ( 3-41 3-4 
,2 3232-3 _- 21-2 2-34 5 1غ ] 5 
13 13 13 4+9 222 0 2 24+38 24+38 
خ- 3+1 _ .3+4 
0 2 ) م 
مالاحظة : عدد مركب بصورة كسرية مرفوع لقوة يضرب داخل القوس د المرافق اولا ثم يبسط وبعدها نتخلص 
من القوة المرفوع لها . 
2 4-21 2 -خ+خ3-3 


-2-1(45)2) - 3(- 2) - ث3ر 2 7+5 - 
+ 8 -:]3 - 6 -ح (خ - 2)(غ4 - 3) ح (خ لسر 8 














2-7 - 
50-301+5514- غقكدتين 10+111- __3+12:2+:2+8 1ن 2131 ى 
5212 (-5+36 5-3622 12020202020-ن4يب4 2 زب4 1-12 
. 25 5 3 258 + 83 251 + 83- 
7خ ل اتلس ححجح ل_للللللسسشس لخ ل __لللللللمس حم 
334 34 34 9 + 25 


3( - 1) + 35( + 1) ه 
8 -245)1 -1) + (ثمّ +22)1 + 1) - 
5 -220)1-) + قث + 28)1) - 3خ -20)1 +2 -1) + قث + 201 +2 + 1) - 
07 + 4 -ح #4 - ل ال 


28 + )8 + :د2) ح غ5 + 7( (3 
1م + «د4) + (2 --22,2) - غ5 + بو ج 212 + زر + م4 + 2ر2 - غ5 + بو 


5 + (2 - 222) - غ5 + بر 
(1)....... (2 -222) د برو 
نعوض 4 معادئة )١(‏ 1 - 2 ج كد - ة ج (2).... .. 2 ح 5 
0 - برج 0 - 2 -2 - 2 -2)1(5 - بر 
1 +(22 + 21(),7 + :+ ) - 8 رط 


1 + 415 +1بو2 + غ22 + بور ح غ8 
217 +22) + (3 - (وع2) - غ8 


(1)........ة - برج 3 - برع ج 0 - 3 - رزير 
نعوض )١(‏ 2# (؟) (32........)2 -4 - رز ج 4 - بر + عر جح 2 + [ 8 ع بو2ة ل يده 
نضرب 4 :3 3 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 077071050070 2« 








0 - 3 د+دع«4 -ثج جح 3 - ثير ‏ ير4 
0 ح- (1 -3()8 -2) 
1-1 حت نعوض 4# معادلة )١(‏ 3 -2« جح 0 -ع 3 -ن 611161 
3 7 ج نعوض 4 معادلة  )١(‏ 1 - جح 0 - 1 -ن1 01 
' ْ 5 
4 - 1) ح (أنو دع) + © 60 
خم 1 #2- 


1 1-2 
م 2 21 _ 1 ا 82 حت 21 
1 2 ( 412 +41 +1) رده + (قم) (2 + 1) ع (غمو + ع) 








) 














+ ع ع 1غ 0 
07 2001424142 48 + 3- -ح (نجو + ع«د) 
03" 07- 
7 +41 3 - مرجم ب (كي) يه + ق- - وبرج ع 
5 -<7ز , اد عع هه [5- 3 -ح ]برو دعر 
1 زمه دز 
اببج 7 * يبز (0 
0 د ات ”اتح 
6 2-7 2+8] “1-1 1+8 


0 2 +21 -3 -6 2 + -غ2 -2 
# حيرو طح امم د عثج«ا6 لع هلل 
25-1 14 -+ 125 


101- ح برق5 - 2)5 +322 -5)1 ج 210 [ 41- ح بر ات 20 نقد 








107 -0 - :1013 - 10137 + 1528 ح ير5 























(1)...... 0 ع 1017 +51 
بالجمع (2) .... ... 10- ح 107 -15- 
1- 5- 
س3 / اثبت ان : 
اديت سيشيزر 
5 2+2 2-020) . 
1 1 0 1 1 0 
2 +4 +4 4+2 _- 4 2+22) 2-22) 
ا4-ة.ى_ 1__غ14ةي 1__ 1 1 
4 - 3 7( 41 +3 34+41 3-41 1-غه4+4 4-4-1 2 
558 8 7 + 3 4 3 41 3 4 د13 4 3 43 + 3 
اسح الس لل ل تت يح لاس لس لتب ليت ام لب الل فم الك 
25 25 25 25 6 + 9 16 + 9 
. --1+25) ل 1-25 
وزاري 7١١7”‏ /رد”م 2 0 1 (م0 
217 2202020-27 2 14 2+2 1 25 +1) 25 -1) 
4 ل - + للح و]]ر] 








1+ ' 1-2 32 1+ 5 1-2 1+7 1-7 
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21121 ر_ أل1اي 217 حلي :2ل 
1 2 د12 ( 1+2 1-2 1-2 1+2 2 











2 2 0000020027 00000200015002 
4 - (ة -20)1: -27()1 -1) 0 
+2)2()1 -1) - (2-) - 1()1 +5)1 -1) - (ث, -20)1: -25)1 - 1) 1.115 





2 21 2 2ه عر 2-غ2- 
65 2- ح 1 - + 1 - ولاح سد داه - 





5 4 -2 +2 - 22 2 2 +2 - (223 + 2()2 -1) 
س4 / حلل كلا من الاعداد 85 و41 و125 و29 الى حاصل ضرب عاملين من الصورة 81 + 0 حيث 
, © عددان نسبيان . 
8 - 2200 -0) -ح 42 -81 - 4 +814 - 85 
45 + 5 )48 - 5) - 1612 - 25 - 16 + 25 - 41 
28 +220)11 -11) - 42 -121 -4 +121 - 125 


29 - 25 + 4- 25 - 412 - )5 - 220)5 + 8( 


3+8 6 


س5 / جد قيمة 377,32 الحقيقيتين اذا علمت ان 5 2-0 مترافقان 

















ع 215 اللا 
2-7 #توطير 
مهمه 1 درج )6 + 12 - 2 - 3)د + 5 لفت 91 5 
2-7 سن سه 2 5120735 غ246 #رو ديو 
301 +6 -36 _ 614 +181 +121 + 36 _ 311 12+61 , 1 
1+ 2000009 2 + 32 مر ميسن 

30+30 22 
337 - ودع« اها ل -ح قرو + نينر 

10 

+-3( .]|0-3[ 


أمثلة أضافية محلوئة 
مثال : أكتب بالصيغة العادية أو الجبرية كل مما يأتي : 
4 - 2) + (ه + 3()1 + 5) (1 
1 + 5 ع (4 - 3) + (خ8 + 2) ع 4ن + 4 4 + (312 +31 +5 + 5) 


4-7 - نو وت 4 تي 
قحم 1 لتحم 1 0 0 0 1 0 )2 


9 31 تت 
1 -0-ه -858-)23-) -75)- م 3 
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“(وعيب واه" اتعينسن) 3 
١/317 - )1- 20/3: + 312( + )4 - 4/31 + 312(‏ - 2) + “(31/ - 1) 
31 - 1- ح (41/38 - 1) + (21/31 - 2-) - 
مثال : جد عددين مركبين مترافقين مجموعهما 6 وحاصل ضربهما 10 
الحل : نفرض أن العدد هو 71 + 0 - ,0 عدد مركب مرافقه هو 51 - 0 ع (0 
3 - 0 جح 20 - 6 -- 20 ع رم + رع .٠‏ 


4+1+-وجه 1 - 2 ج 4م + 35 - 10 جح 4ق + فج ح رعيرع .٠‏ 
“. العددان هما (م - 3) , (2 + 3) 
مثال : أكتب العدد (8 + 2-)(21 + 3) بالصيغة العادية ثم جد النظير الضربي له بالصيغة الديكارتية 














الجل : 
الصيغة الجبرية + - 8- ح (22 + 41 -]3 + 6-) - 2 + 2-)(20 + 3) 
1 8- ) 8- خ+8- #+8- 0 1 1 
الصيغة الديكارتية فَُّك-- تبان ات - داح 
م عل روم ” 65 65 ' 65 0 8(2+120) إبه ' 6ه 3ه 
مثال :اذا كان 28 + 1- - 2 فأوجد قيمة المعادلة 5 + 2 + 2:2 
الجل : 


5 +(22 +1-)2 + 224 +1-) ح 5 +22 + غير 
5 +08+ 5- - 5 + (4 + 2-) + (4 - 3-) - 5 + (4 + 2-) + (412 + 41 -1) - 
07 +0 - 
مثال : اذا كان ,) © 1 و23 مرافق له جد العدد المركب الذي يحفقق 3 + 21 - 2 ل عرق 
الحل : 81 - 0 غ32 .. 81 +0 حدر 
3 +2 -غ] - © +38 +30 ج 3 +21 ح (ؤإط - ع ) + (ؤم + 3)0 
2 - 4 د 3 - 404 ج 3 ح ‏ +30 
1 -<(م جج 2 -2 ج 2 حزم -3 
3 
:+ - غم +0 حر . 


4 

مثال ؛ اذا كان كك ح 6[ , ك2 ح رآ أثبت أن 16, مآ مترافقان 162,[ + 1,216 

الحل : نثبت أن ناتج عملية الجمع والضرب ينتمي الى مجموعة الاعداد الحقيقة )1 
51-178 2 +13-4 -52 4-2 13-8 13-8 




















_ 1 001 7222227 25255 0 

1 +16 14 + 42 4 + 4 م + 4 
177 51 
م-3 حا تدأا_لدح 

17 17 
ص 5 ةي 7-2-1 14 ننة رو نحة نأ-5 
1 7 #200 2 + 22 +24 2-2 202-20 
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. ع 6 -ح (: - 3) + (خ + 3) 
ع 10 -1 +9 - 14 +34 -ح (ث - 3)(: + 3) 
مترافقان 16 رط .. 0 ح (10()6) - 1 + ,[آ)عاآا - غ1 .] + ع1 ث,] 
مثال : أكتب بالصيغة العادية أو الجبرية بدون الضرب بالعامل المنسب (المرافق) 


(2-0)2+8) اس 4+1 5 )2 


- 2+ 7 
2-8122 2-4202 2-4 2-8 








, 13 _ 4+9 _ 4-912 _ )2+3202-32 2-27 
24+33  2+34  2+34-002020202020 24+34 








10 _ 25( __ 2)4+1( _ 2)4-12( _ 2)2+8)2-8 
2+4 2+ 2+2 246 2+ 


- 22-2 4-27 


مثال : أوجد قيمة 7[ , 2 الحقيقيتين والتي نحقق المعادلة 4 ما يأتي : 
1 ح (]ط + ©77:()6 + ع) 








- 0 + ا ل لت 7 1 00 1 000 
للش لحم ع ل سعد جح 
2 دعم 5277 ووري دس" رم بج 32507 35 هورم 517( 535 
آم 0 
ل 0 ورور رضي 
تت /7 


للم كك 5 ل لل سس لح إل 
2 + 2م 3 ' 2م + 2م 





واجبات 
س / أوجد قيمة 3,77 الحقيقيتين والتي تحقق المعادلة فيما يأتي : 
1 ح- 25 +1) 1714 + *) (1 
3 -+) 1ج 
1-3) 00 009 7 و6 )2 
“دحي _ 1 
03+) +1 
4( + 5) ح إبر دعر (ي4 
س / ضع كلا مما يأتي بالصيغة العادية للعدد المركب : 
> (خ2 + 1) (ط 1 (غ4 + 3) (2 


الجذور التربيعية للعدد المركب 
اذا كان © - 25 فإن 11/0 - 72 وهي الجذور التربيعية للعدد (0) أما اذا كانت 4 - 722 فإن 2 - 2 هو 
أحد جدري المعادله ولايجاد الجذور التربيعية للعدد المركب لاحظل الأمثلة التالية : 


مثال : جد الجذور التربيعية للعدد المركب 618 + 8 - م6 


[/6 +8 - 4[ غ218 + 2م ج 5(زط + 0ه ) - 6 دق 
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,6 + 8 -15ن2 + 2م - كو 
(1)....... 8 - 52 - عم 


2 + |(2) ............ 6 - 201 
نعوض معادئلة (*) 4 )١(‏ (*0...... دام حت 3 - 01 
9 
و ممق كثمواجح كوو - و كواج كو ع | - جد - ثم 


0 ح (1 + 2ه)(9 - 2م) 
3 حي جح 9 كخم «رجراعؤه 
3 3 


1+ -ع اه + -- - -ح را 
00 3+ 0 


تهمل 1- -ح 2ن جح 1-0 + 2ن :١زم‏ 
“. الجذران هما 2# - 3- , 2 | 3 
ملاحظة : نلاحظ أن 7 , © تأخن قيم حقيقية فقط فلذلك 1- - 05 وهي قيمة تخيلية تهمل . 
مثال : جد الجذور التربيعية للعدد 8 - 
2 م م) -غ- 
ج ]20 + 54 - 4م  -‏ - 0 ج *ز - زط 2 + 2ع - خخ - 0 
(1)....... 0 ع 4[ - كم 


268 - -1 (2) 


1ب 


نعوض معادئة (*) 4 )١(‏ (*) ثاثا - - م 


1 
2 58 2 
0 > [0 ج22 - 0 


0 ع (1 + 1()264 -282) ج 0 - 1 - 4113 


2ل - هج -2.م جه 1 - 202 ج 0 -1 - 202 «مؤأه 
الى 
ال ا تع 
[2 )7272 (2 ع ) 2 
12 12 
1 
تهمل حي - 04 ج 1--*264 ج 0 - 1 + 202 :01 
0 55257 | ا مددكاس 
الجدران هما 0 00 ا 72 
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مثال : جد الجذر التربيعي للعدد المركب 1/38 + 1- 
7 -+ 2) - 1/31 + 1- 
و2 + (2بو - 22) - 1/31 + 1- 


1/3 
)2( 0-0 - تراج 7/3 - 23 : )01 1ح 2يو شير 
1/3 
1-- 032 تر 
21 
2 4 2 تضرب عا“ د4 3 2 
0 - 5 عبر4ك +- *خعر4 جح ععحر4- ح 3 ؛أاع«4 حتت 0 1 


0 - (3()222-1 + 222) 
حيث 1 © 2 تهمل 3- - 2م22 ججح 0 -ح 3 - 2122 *زجن[غزه 





1 1 | 5 
جع دعو جح ع 22 وت 1 - -21 01 
2 2 
' ' 1/3 1/3 
. الجذران التربيعيان 2 صانتعح كا 
2 لحك > 
2 
مثال : جد الجذر التربيعي للعدد 81 
54 + 4) - 8 
201 + 52 - 14م < نق8 + 0 ج 2( - 2081 + 2م -زق8 + 0 
(1)....... .. 0 ع ث4[ - كم 
(2)... ... ... ... ... 8 - 20 
4 8 
نعوض معادلة (*) 4 )١(‏ (* ...2ح واج حر - زم 


16 
0 ع 49 - كم )4 + ثم ج 0 16 - توج كوعدرر - ج - ثم 


تهمل 4- حكن ججت 0 -4 + كن ١رور[غزه‏ 


2 حدم جح 0 4 2ن 01 


2 - ل -م 
2 


“. الجدران هما 7 2 





مثال : جد الجدر التربيعي للعدد 25 - 
,5+ - 7/2512+ - (1-) 0/25 + - 25-/1لد دعم جح 25- دل 
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جم 2١‏ متجحكد 


حل المعادلات التربيعية 2# ) 


كل معادلة تربيعية لا يمكن حلها بطريقة التجربة فهي تحل بطريقة الدستور فمثلاً 
0 دع بدعرع« + ذيوم 


حيث 0 د 0 و81 © ©, 0,2 بن 107-436 “3 لالخف ح ير ونلاحظ أنه اذا كان مقدار المميز (©426 - 65) 
سالبا فإن مجموعة الحلول الخاصة بالمعادلة تنتمي الى مجموعة الاعداد المركبة ويوجد نوعان من حل 
المعادلات التربيعية . 

النوع الأول : المميز لا يحتوي على (1) 

مثال : حل المعادئة التربيعية 0 - 5 ل 4 ل 24 © مجموعة الاعداد المركبة 


الحل : حسب قانون الدستور فأن | 5 - 6 , 4 -8 , 1 - 0 
2-4[ إدق- 508 
20 5 
(1-) 4/<ه4- _ 4-ل/41- _ 421/16-20-_(16-40)1()5/+4- _ 
2 0 7 720 2 0 (2)1 0 
27 ل 4 411/412 
مي +2 حعج جح ا جح - ير 


. مجموعة الحل 1+ 2-,1--2] 
ملاحظة : من قانون الدستور نعلم أن جذري اللمعادئلة التربيعية 0 دح ل 81 ل 024 التي معاملاتها 


الحفيقية هي : 
ع4 --5[2/د دعق ك4 - 524/د + [- 
ل لل ل د تحت و6 ىو ب-بس 77 7 ب كل كر مه 
20 6 20 . 
- 25 
امققاد: لاح ريج | رج جح لست رخن لك وم 
مجموع الجدرين 0 2 1 20 2 1 


و ع6 406 
حاصل ضرب الجدرين 3 ج22 .21 7ب 9 2462 2 .1م 


ويمكن الاستفادة من الخاصية أعلاه 4 ايجاد الجذور التربيعية وكما يلي : 
0 - (حاصل ضرب الجذرين ) + 7 (مجموع الجذرين )- 1:4 

مثال : جد المعادلة التربيعية التي جذرها (28 + 2)+ 

الحل : نتبع صيغة المعادلة اعلاه ْ التطبيق 

)2 + 22 + )-2- 22-)2-2(+ )2- 2(:- 0+ 01 


ضرب الجذرين 2 8]2- -ح 4 +]8 - 4- -ح 414 - 4 - 4 - 4- - (2 - 2-2 + 2) 


0 - (حاصل ضرب الجذرين ) + 3 (مجموع الجذرين )- 24 


مجموع الجدرين 


0 -:8- ترج 0 - (83-) +0(2) - 2 
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ملاحظة : عندما يعطى 2# السؤال كون المعادلة التربيعية التي (معاملاتها حقيقية) وأحد جذريها مثلا 

1 - 0 فسيكون الجذر الثاني مرافق الجذر الاول 851 + 0 

مثال : كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذريها 41 - 3 

الحل : دما ان معاملات المعادلة حقيقية وأحد الجذرين 47 - 3 فإن الجذر الاخر هو المرافق ويساوي 41 +1 3 
مجموع الجذرين 6 ح ](4 + 4-) + (3 + 3) ع (41 + 3) + (41 - 3) 


ضرب الجذرين ‏ 25 - 16 + 9 ح 162 -128 +12 -9 - (غ4 - 3)(غ4 + 3) 
طريقة اخرى ل الحل : 
© 4 مثل هذه الاسئلة نعتمد على قواعد المرافق للعدد المركب وكما يأتي : 
م 070 
0 - 25 +62>2 - شير ججح 0 ح (حاصل ضرب الجذرين) +2(مجموع الجذرين) - 12 
مثال : جد مجموعة الحل للمعادئة 0 - 9 24ج 10 +2214 
ملاحظة : لا يحل السؤال لتالي 0 - 9 + 22 10 + 24 بالتجربة اذا اصبح بهذه الصورة 
0 - 92 - 2ع 10 + 24 لان الحد الوسط لا يحتوي على (1) » لذلك نقنوم بحله مباشرة بطريقة التجربة. 
والناتج من عملية التجربة نستخدم معه الطريقة السابقة وهي اضافة 14 لغرض تحليل الاقواس الناتجة من 
التجرية . 
الحل : 
0 - 9 + 2ع10 + شير 
0 ح (1 +22 (9 + كيم 
0 ع 45 - كع) 912 - كيم 
0 ح- زغ - عر)رة + 31()2 -31()2 +2 ) 
37- دن ج 0 -ح 31 +2 أما 
7 -2 ج 0 - 31 -2 او 
#- حنج ج 0 ح غخ دعر 
7 ->2 ج 0 ح غ اير 
مجموعة الحل - (1-,31,1-,131 
مثال : جد مجموعة الحل للمعادلة 0 - 13 +6 12 
الحل : 4 مثل هذه الانواع من المعادلات التي لا تتحلل باي نوع من التحاليل لذا نستخدم (طريقة الدستور) 
ع4 - 1/52 + 5- 


جح إل 
20 


حيث 13 -0© ,6- - 2 ,1 -ح 06 تعوض 4 القانون الدستور 
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كي 


6+ ./36- )40)1()13( 





201 
44 6 1/6 + 6 1/36-2+ 6 
2022 2 2 
مجموعة الحل للمعادئة 4 :) جذران مترافقان [21 - 28,3 + 13 
مثال : جد مجموعة حل المعادلة 0 - 5 ل عر 4 | 2نر 
الجل : 
ع4 - 2ز/د + - 
جب ب جب تب 5 00 
20 
حيث 5 -0 ,4 -( ,1 - 0 تعوض 242 القانون الدستور 
+2 2 + 4- 4 لدع 4 20 - 1/16<+ 4- (4()1()5) - 16/. + 4- 
مي +2 ح- -_- ع لستستطصت بت بتتتخختتتتتتتتتتتتت جح ان 


#2 2 0 2 0 (2)1 
مجموعة الحل - ( + 2-,1 -2-) ,+24 ديج 2-0 ير 
مثال : جد مجموعة حل امعادلة 0 م8 35مر 
الجل : 3 د 
0 - 83 بل ثير 
0 ع (4 ع2 - )2 + من) 
7- -2 جح 0 ع (21 + 22 ) 6111161 
4داعدم |( , 2- عم , 1-<م دجت 0-(4 -ج2ن2 -22) :زم 
402 - 1/52 + 7- 
20 
-)40) - هسل 2112 - 
م201 7 
2 - 21 6 ل 17/4 1 21 
كك 9و0 ض - لله جح 
2 2 
03 2 _ 3 21:2 _ 
2 2 2 
3غ دعر م 77/3 +1 ع مر لج ع[غاء 
مجموعة الحل - (28- ,1 + 1/3 , 8 + 0/3 


حا إل 
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ههه ١‏ تمعد 


ملاحظة : اذا علمت من المعادلة جذراها اي (جد المعادلة التربيعية اذا علم جذراها) هذه الحائة هي عكس 
الامثلة السابقة يعني الجذور معطاة والمطلوب حل المعادلة . 











10-5 

مثال :جد المعادلة التربيعية اللي معاملاتها حقيقية وأحد جدريها النظير الضربي للعدد المركب 7 
! ا 10-5 2+7 
لجل : نستخرج لنظير الضربي للعدد 24 وهو 10-7 


2+7 10+52 
10-55 10+57 








ويستخدم لش الحل الضرب بالمرافق للمقام 


20 + 107 + 101 + 2 
0000 102 + )2 
)20 - 5( + )10 + 10(7 
0 100 + 5 
_ 15+ 20: 15 20 
1250 0 125 125 


. 4 3 
الجذر الاول (2-4 + -2) »2 الجذر الثاني (المرافق) واكك كع 


6 . 4 3 
اجنين 4-5 5 44ر5 
جمع الجدرين 25 5 25 0 0 
. 1 25 16 9 2 4 2 3 . 4 3 . 4 3 
4 | 5 لنت د 1ل  _-‏ ع - 2 2 ح 0 مر عو 7 1 اع 
ضرب الجدرين ور - وي - وي + وي - 902 + 2( - لذي - وي) (1ج2 + وي) 


0 1 +2هم6م-- رد نس ره 
ا 9 م 2 26 99 


مالاحظة : سنضرب الكسر بك المرافق لنتخلص من المقام وبعدها يكون لدينا عدد مركب نفتح التربيع ويبسط 
2+57 
ا 
مثالء 0 ح 8 + م + 214 هي المعادلة التربيعية التي أحد جذريها م + 3 جد قيمة © » 8 التي 


تنتمي الى غ1 . 
الحل : لم يذكر معاملات حقيقية هنا وعوض عنها بأنها تنتمي الى 15 لذلك احد جذريها 1 + 3 اذن يكون 
الجذر اللاخرة - 3 اي (المرافق) . 





ونجعله عدد مركب واحد . فمثلا اذا كان لدينا الكسر الاتي 7( 


0 -ط + 2م - غير 

0 - ضر ب الجذرين + 2 جمع الجذرين - 2:4 

جمع الجدرين 6 -غ - 3ق +غ + ق 
ضرب الجذرين 10 -<1 +9 - 7 - )70 + 3) 


المعادلة الاصلية فيها 2 وهو معامل 2 لذلك نضرب كل من مجموع الجدرين وحاصل ضريهما 2 2 لان المعادلكه 
الأصلية هي . 0 - 8 +4غزم + 21:2 
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جمة ١‏ + متجكد 


2 -ح 6 2 
0 - 10 م 2 
0 - 5 ,ب (12- -م 0 - 20 +122 -212 


النوع الثاني : المميز يحتوي على (1) 
مثال : جد مجموعة حل امعادلة ‏ 0 -< + 3 3274 2ج 





- 312 7/9- 4003 +8 _ 3 2109-12-47 
0 2 1 2 
3+ /-3- 47 


0 تدر 


بتربيع الطرفين |[ 51 + 0 - 41 - ]1١(-3‏ 


4 -+ ع) - 4 - 3- 
2051 + (52 - 2م) - غ4 - 3- 


(02--2222-2. 3-ح 72 داكو 
5 4- 
نعوض لي معادلة (؟) ‏ (3)....... جح - اج - - ا ج 4- - ه20 
>[ 3--ج-- ثم 
0 -4 - كوج +دثو ج 2ع3- -4 - ثو 


0 ع (1 - 2ه)(4 + كم 
تهمل 4- -ح 2ج جح 0 -4 + 2م :١روراغزه‏ 


نعوض 4 معادلة  )(‏ 1+ -<4 ج 1 - 2م د 1-0 - 12 01 





عندما 1- - 06 2 - - - ( 
,| ل 1 
27 4 2 1 + ق3 
ادمح مجمداح سل - 2 (16/16ع 
27 +2 2 +14 - ق3 
7 +1 - 2 حم دج 01 


مجموعة الحل- [ 1 + 1 ,1 - 12 والجذران غير مترافقان 
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حل تمارين (2 - 1) 
س1 / حل اللمعادلات التربيعية الاتية وبين اي منهما يكون جذراها مترافقان : 
2 - 72 (ه 


جذران مترافقان 20/38+ -ج ج 1/1212 داج جح 122 - 72 


0 - 13 272-524 © 
53 - حم , 5- عط , 2 -0 
4 1/25 + 5 213 كا 4 1/25 + 5 ع4 72/د + خ- 
لل :ا اي لطت .5 سل لس الل لالش امس لل إل 
4 2 ا 2 20 


1/79 7 1/79 7 
4 4 











5-1-1-9 
4 


5 5 5 ع 5 ء 
جدران مترافقان كار او + -2اما كح 


0 - 2 - 2): +ج2 + 2ج (0 





1 +2 -2-غ2 - 7 -2): دم , 2-م , 


[8-ل + 2- _ 4 -غ8 -4ل< 2- _ (4)1()2+1 -4/ + 2- _ عمه - تزلرج هد _ 


2 2 1 2 20 7 
نجد قيمة الجدر ‏ (77)1.. كلتك اجر 
/8 - 0 ح 2(غ5 + 46) بجت بتربيع الطرفين 1ط + » -ح غ8 - 1/0 


87 -0 -2081 + (4م - كم) 
)2( 4-0[ - كم 


43- 
)03 0 دهج ور - ه جح 20 - 8- 
16 4 
2- » أ0 - 62 - 22 ب 0 -*4م- “ا 
0 - (4 - 4)84 + 4م) ج 0 - 16 -4و 
تهمل 4- - 4م جح 0 - 4 + 2[ «رهج[غزه 
نعوض 4# معادلة  )0(‏ |2+ -5|[جح 4 - 2م ج 0 - 4 -2( 01 


عندما 2 ح- رآ 2 ع ح ‏ ن 








حت 22-7 








#اح ح احجتل حاج ترمرزعقم 
2 2 
. 21 4- 4-17 2-2+27- 
2 2 2 2 


الجذران غير مترافقان !م ل 2-, م-] 
0 ح 25 - 472 (هم 








2502 “254 ىر و | 2 
ح-د ا جم - دح .7-2 .ج22 ححجححجحماات-ت: 7-5 وح 25- تت 272 
4 4 
57 558 5 
:. مجموعة الحل - 2-1, ل -] والجذران مترافقان 3+ ح جم 


0 ح 3 +غج2 -72 (/ر 
عل + 
0 ع (ث + ج)(غ3 -72) ج 0 - 32 -ج2 2ج بج 0 - 3 2717 -72 
هة- ع عاج 0 - : + ع مه :3 - 2]| ج 0 - 3 - ع «رعوع[ؤزه 
“. مجموعة الحل (31, 1-2 والجذران غير مترافقان 
50 0 - 3 +27 2ج 


3 - م ,28- 5م ,1 0 
(4()1()3) - 4-ل + (23-)- 40 - 2ز5/ة + - 
#777175 ررب _ا7<ا27277277ي ت 7 الفت ‏ ل7تبلبتبتبتتتتتب ا يز 





20 2010 
21-/-16 22+47 ٠ 

27 + - 2 لتلليتكئاه تر 

2 2 
2-1 -غخ عدج ,0 3 -2 + - جع 

. مجموعة الحل [(31, 1-7 والجذران غير مترافقان 
س2 / كون المعادلة التربيعية التي جذراها .رآ , 1]/ حيث : 
1-2 ]طم 27 +1 - 74 (3 

مجموع الجذرين ‏ 48 +2 -](1 -2) + (1 + 1) -ح (ه: - 1) + (2 + 1) 
ضرب الجذرين 1 + 3 - 22 -2 + غّ -1 -ح (خ -22()1 + 1) 


0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 | مجموع الجذرين) يوه 
المعادلة التربيعية ‏ 0 ح- (م + 3) +«( + 4)2 2 . 





012 جم - 6 
00 اريس سس ١‏ سين 
,1-2 - | جح 2-41 _ تشع هع الك عا لكت 1 هن 


2 1241200 1-8222 1+2 1+2 20 
12 - 5 -2 جه 12 -5 -ح 42 12 - 9 - 2:5 - 3) -ح ][ 
مجموع الجذرين 1414 - 6 - 12(1 - 2-) + (5 + 1) - (128 - 5) + 28 -1) 
حاصل ضرب الجذرين 221 -19- - 2415 +101 -]12 - 5 - 128 - 22)5 -1) 
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0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 2-1 مجموع الجذرين) 0 
المعادلة التربيعية ‏ 0 - (:22 -19-) +«( 141  )6-‏ 2ير . 
س3 / جد الجذور التربيعية للاعداد المركبة الاتية : 
67- (3 
64- ح 58(5 + 0) ج بتربيع الطرفين 61-/17 ح غ8 + 0 


0-61 -:1(ط20) + 2ط - كم) ج 61- -ح 14 + 261 + كه 


0 -(3 +2ه)(2-3م) ج 0 داو كو 
3 عدن جح 3 - 2م جح 3-0 2م :مرمرع [غزهة 
8 - وح كد دوه دو 
تهمل 3- - 2ج جح 0 - 3 27م رم 
الجذران هما 1/34 1/3 , 1/38+ 1/3 
24 + 7 (ط 
244 +7- 582 +دع) متت وج + و د زز دع 
241 + 7 -1(ط0ه2) + 2*0 - كم) ج 241 + 7 - 721 + 21 + كم 
(1) -52 كع 


12 24 
)2( 006 عغعمجهجه دعم بج 24 -20 
0 20 
نضرب»< 2ه 144 12 
تور - جهو عو بختنا م ك2 قم - [2) هم 


0 ع (9 + 2ه)(16 -2م) ج 0 - ه144 - 712 - ثحو 
4+ - م ج 0 -ح (4 -ي)(4 + ع) ج 0 - 16 - 2م ١رمرز]أه‏ 


12 12 
3 - - جرم هج -ح را 
4 0 
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12 12 
حا اح 


اند ند تابه 
4 0 


4 


تهمل 9- -ح 2ج جه ( - 9 + 2م :رم 














“. الجذران هما 31 - 46 36 ل 4 
4 
1-31 0 
يجب تحويله الى الصيغة 81 + 0 عن طريق الضرب بمراقق المقام 
(:3/+ 41 _ (:1/3 + 41 _ 110/31 اي سر - 4 
1-3 “(5,) +12 1+3 11/313 1-31 
1 - 4)1 
بجب _ (17/310+ 44 


4 
تربيع الطرفين 
31+ 1 - 582 + ع) حت زول + 1/, - زم + و 
4 + 1 - :(هه2) + (2م - تم ج :3ل + 1 - 22م + ؤزمم2 + 2و 
(1) 1 -752 - عع 
1/3 


)2( 2 - 06 ب 


(نضرب»< 482) 3 1/3 
2 كبزي - 2 سه 2م 51د 
0 -(3()22-1 +22) ج 0 - 3 - 472 + 44 


1 1 : 
ل دم جه --2م حل 1 -22 جح 0 -1 -22 1ه ص[غزأه 
1/2 2 
03 5 13 1/3 ل ع 
د - 0 ل[ 77س بحس _ لل الت ]ع علس عل |) 
© (يع)722 (ووغ) ١‏ 
--)207/2/.. [خ+)2 
1/2 1/2 
تهمل ‏ 285-33 جح 0( -ح 3 2872 01 
1 7/3 1 7/3 
“. الجدران هما 3 


١ 2 62‏ 2 7/2 
س4 / ما المعادئة التربيعية ذات المعاملات الحقيقية وأحد جذريها هو : 
'" المعاملات أعداد حقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو 1- 
مجموع الجذرين 01 + 0 - 1(81 -1) + (0 + 0) ع (غ-) + 0 + غ + 0 
ضرب الجذرين 2-0-1-1 - (خ-).خ 
0 - (حاصل ضرب الجذرين) + :3 ( مجموع الجذرين) - #يد : 
0 ح (1) +  )0(«*‏ ثير . 
]117537517110771 ؟- 17772071717111777:77771اشهر 





المعادلة التربيعية 0 - 1 | 12 
- 5 (ط 


'' المعاملات أعدادحقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق وهو + 5 
مجموع الجدرين 0 -(1 +1-) +(5 + 5) - (# + 5) + (8] 
ضرب الجذرين 26 - 1 + 25 ح (23 + 1()5 


0 - ( حاصل 50 الجذرين) + :2 [ مجموع الجذرين) ير ا 
0 - 25 +دع22-102 . 


05 - 
5 





12+31 
دا 
58 دا له 
ا 0 1 --- 
12 2212 3 0 0 3 7/2 5 723 
4002 - 4 4 45/7 4 10 
11 9 2 200 203ل ,3 722 
166 16 16 /4 و)-/ 4 /١4+‏ 4 + 
0 جح ( حاصل ضرب الجذرين) ص 3 | مجموع الجذرين) ير ا 
11 02 2 


س5 / اذا كان 1 +- 3 هو أحد جذري المعادلئة 0 ع (58 + 5) + :م - 22 فما قيمة :) © © ؟ وما قيمة الجذر 


الآخر؟ وزاري 7٠١١١‏ / دا 


الحل : نفرض الجذر الآخر هو ]1 
مجموع الجذرين 0 دع + رغ + 3) 
57 + 5 دع (غ + 3) 


ضرب الجدرين 








5+ 584 5+ 5842 3-4  15- 58+ 15]- 52 


107 + 20 ذ* 
م3 2 3+2 34+82 


الجذرالآخرة +2 دع ..ج 2+8 - 0 322 
27 + 5 ح 0 ج ع2 - رخ + 2) + رز+ 3) جد م <دع] + رخ + 3) ١‏ 








أمثلة أضافية محلوئة 
مثال : أوجد الجذور التربيعية للعدد المركب 488 - 55- ثم استخدم الناتج 2 ايجاد الحل للمعادئلة 
التربيعية التالية 0 ع (م + 13)1 +22(2 + 1) + 1:2 
الحل : نفرض أن الجذر التربيعي للعدد 481 - 55- هو آط + 0 


تربيع الطرفين 
++ عو) صت زَْع4 - 11-55 - أ« + و 


4م) ج 48 - 55- - 714 + 1طه2 + كه 
(1) 55--2ق - عمو 


- 55 487 
- 52( + )208(1- -55 - 48 
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نضرب»< “17 576 247 
تووه- -؛م - وجو حل وو - 0 جدا وه -2م- 6 


-(2+9م)(2-64م) هب -2-576م55 4م 
نعوض 4 معادلة (؟) ‏ 1828 - 8 جح 64 - 82 6141167 


5 7ك لسك هك 
- 1 8+ حوى 07 حوى 


تهمل 9- -75 جح 0( - 9 + ثم #رم 
“. الجذران هما 84 + 3 - , 84 -3 


الآن نحل المعادلة 0 - (غم + 13)1 + 28(7 + 1) + 24 ياستخدام قانون الدستور حيث 





+1301 م , 1+22)-م 

















(201 20 _ 
(528 + 52) - 412 + 41 + 1ل + 29 +1)- _ 
(201 0 
481 - 55-/1+ 2 +1)- - 523 + 52) -4 -41 + 1ن + 20 +1)- _ 
2 31 2 5 
2-10 1-2:743-82- ' 
[(5 -1 - حل - 1ن 61111 
)4+6 3+823-غ1-2- 
2+3 - 2 1ح<لكل©<<< ”تت اك ريز 01 
2 2 
السنة كس 52 -1, :3 + 2-) 
مثال : كون المعادئلة التربيعية التي جذراها 8 - 3 , 
الجل : 
3-7 ح رم 
بي_ +106 ر_ ض+ة14 _1خة3ي 10 _ 10 _ 
' 7 3 | 10 3241200 هدب28“:-95 2غ-52232958 
مجموع الجذرين 6 -1(8 +1-) + (3 + 3) ح (ثخ + 3) + (غخ - 3) 


ضرب الحذرين 1-60 94 -ح 2 - :3 -3 + 9 - (خ + 2()3 -3) 


0 - ( حاصل ضرب الجذرين) 1 3 [ مجموع الجذرين) كرون 
المعادلة التربيعية 0 - 10 +674 2نر . 
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جم ١‏ 2 متجعحد 


مثال : جد الجذور التكعيبية للعدد المركب 81 - 
الحجل : 

0 ح ةزع تبرج 0 -(2) :8 ثثر ج 0 -ز8 لاثم جح 8 ح ذير 
0 ع (4 -نمعر2 + 2ر2 -ع) ج 0 ع (44 + زر2 + فع)(21 -2) جح 0 - 835 دير 


227 دج ج- 0 -ح 2 - 2 :611161 


بالدستور 
4 دم ,22 حدم , 1-ج جل 0( -4 ع2 ل شر عرم 
6 ل 74 +28- (4-)(1) 4 -2 4 +21- _ عمه - ملاع ه- _ 


2 (1) 2 20 5 
3 +24 214-72 
2 2 
. مجموعة الحل [1/3 غ8 , 1/3+غ , 28) 
مثال : جد الجذور التكعيبية للعدد المركب 8 
الجل : 


3 + د يزج 


0 ع (4 +دعر2 + 2ع2()2 -2) - 8ق - ثير جب ق ح در 


2 - 2 ج 0 -ح (2 ح ير) :611/161 


بالدستور 
4 دم ,| 2 حدم ,| 1-هم جه ( - 4 د ع2 + شع عرم 
6 - 4ل + 2- (4)1()4 - 4ل + 2- مم4 - 4ز/د + م- 
2 0 (1) 2 1 20 0 
1 31 لط 2- 0/12220+ 2- 7/2 + 2- 
عر ا د ا ا مي يو لا رت دير 


. مجموعة الحل (1/31 - 1- , 10/38+ 1- , 2) 
0 ]أوجد مجموعة الحل للمعادلةالتالية 0 -28 212 - شير 
الحل : 
(نقسم المعادلة على  )4‏ 0 -28 -22 - 2ن 


4: 7 2 - 
2 2 527 223 وم 
0 - 22-2 - تي جه 0 - 2 - ل - كر اج 2-2-0 د 


1 1 1 


بالدستور 


ب 1-©ججح 2-0 ج22 دمع 
(2-(4)1 - 21(5) ل + 24- _ عم - #طلدع 6 
(201 1 20 3 
:5< 77171171177:777771آر 


2ح دم ,28 م 





2+2 4ل+2- 4+8-/2+7- 
000262 2 0 
.٠‏ مجموعة الحل [1 --, 1 +م-] 

مثال : أوجد مجموعة الحل للمعادئة التالية ‏ 0 - 4 لع 4511160 - 1:2 


- +1 














الجل : 
بالدستور 
4 دع , 6و4 ادم , 1-ج جح ( -4 دعم 1116و4 - فر 
(1()4) 4 - 4.5116(2-) ل. د ( 4.5111 جر 402 - 1/52 + 7- 
شد ل يم ملل لى6 لا _اللل لس حي سس ا للم اح إنرل 
(2)1 20 

[1 - 511:0(5)] 16ل + 4511180 _ 16 - 16)51110(5ل. + :45111 _ 

0 2 0 2 

[ “أ “(50مع)]|16ل. < 451:6 _ [50(5مع)-]16ل. < 451:6 _ 

0 0 2 

7 42050 <+ 451110 
1 22050 + 0 25111 ب ا 
“. مجموعة الحل !1 2205068 - 251110 , 1 22058 + 0 25111 ! 
مثال : أوجد قيمة كل من 7,7 من المعادئلة التالية 0) - - 15 +7 2 - 2 نبو + ععو) 
الجل : 
857 8 87 - 
_- 222 : 2 5 2 

15 10 ا 00 1+4 10 + عد) 

0 3 - 81 -8) _ . 00 
0 0-6 آم و2 + زكرو - كير) 

8 +8 -ن8 -8)/ 0 
متفى روك ركس 
7- 

15 -8- - ؤإروج2 + (2بو - 22) ج 15 - | - ؤنوع2 + زكرو - قعو) 
(2....01..... 15- ع ثبو قير 
2)........ - حواصءىلب-+_د7با دير جح 8- - 211 

0 2 57 2 


ا 1 نضرب»< 72[ 2 16 2 17 
37 - 2 7 - 16 ضصح 15 حت 7 2و0 15- ا 33 


0 ح-(1 + 2/و(16 --2بون ج 0 - 16 - 2ربو15 - كبو 


4+ ح بر جه 16 - #بر ج 0 ح 16 - 2ب ١لج1[غغة»‏ 
_ 4ه 4- 
1-4 2 

تهمل 1- ح #بر ججح 0( - 1 + 2#ربر 01 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007« 





مثال : كون المعادلة التربيعية التي معاملاتها حقيقية وأحد جذراها ُ): 0/2 
الجذر الأول 20/28 1 -2خ 20/28 )20/2 - ُ): ٍِِ 0/2 
“' المعاملات حقيقية لذا فإن الجذر الآخر هو المرافق ‏ 210/28 + 1 
المجموع 2 - (21/21 +21/2-) + (1 + 1) - (21/21 + 1) + (21/21 -1) 
الضرب 9 - 8 +1 - (20/28) -20/21 -20/21 + 1 - (20/21 +20/21()1 -1) 
0 - (إحاصل شرب الجثرين) + ]ل[ مجمون الجترين) - 0د : 
المعادلة التربيعية 0 - 9 +274 12 ٠.‏ 


واجبات 
36-2 
+3 





- 17104 + ع« 





س / أوجد قيمة كل من 77 ,2 من المعادلة التالية 
س / جد الجذور التكعيبية للاعداد التالية (2713-, 125, 64 , 1 64-) 


س / جد الجذر التربيعي للعدد 64:1 


التمثيل الهندسي لالاعداد المركبة 
العدد المركب (0771 1 2) يمكن تمثيله هندسيا بالنقطة (3,77) حيث يسمى المحور (07215 -- :2) بالمحور 
الحقيقي وهو يمثل الجزء الحقيقي للعدد المركب أما المحور (02:15 - 07) فيسمى المحور التخيلي وهو يمثل 
الجزء التخيلي للعدد المركب » ويمكن تمثيل بعض العمليات التي تجري على الاعداد المركبة تمثيلا هندسيا 
وتسمى الاشكال الناتجة باشكال (أرجاند) ويسمى المستوي الذي يحتويها بالمستوى المركب وسنرمز لها بالرمز 
17 2 


(17, )م2 





اذا كان + 21 - 21 2) ل 2 - ج27 عددان مركبان ممثلان بالتقطتين 3710 )رم 


(172, 2:2) 22 فأن : 
172 + 71) + (22 + 21) ع و7 + 21 
ويمكن تمثيل 22 +1 21 بالنقطة (72 + 371, 22 + 31) - 172 وذلك باستخدام المعلومات المتعلقاة 


بالمتجهات وكما موضح بالشكل : 
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اي أن : و8 0) - و82() + رط( 


(22 +21)وم 





مثال : مثل العمليات الاتية هندسيا 4 شكل (ارجاند) 


28 + 5) + 48 + 3) (ه 
(3,4)بم جح 43 بل 5 - 21 


(5,2)وط جح 2 | 5 - 22 
(6, 8)+2 ج (6 + 8) - و7 - 277 + 21 
0 2-58) -223 -6) (ط 





22)22( 





(5:2 + 2-) +(2 - 6) ع (مج -) + 27 
(2-,6)رط جح :6-2 د رج 
(2,5-,2 هج 5 -2 ح ,2 

(27)4,3 ج رز3 + 4) - وج - ر2 + 21 


ملا حظكه : 
© العدد 7 نظيره 7- يعني اذا كانت 21 + 1 - ك/ فإن 28 -1- ح م 
© للعدد 7 المرافق هو 7 ويقصد يه تغيير اشارة الوسط فقخط 27 -1 - 27 
حل تمارين (3 - 1) 
س1/ أكتب النظير الجمعي لكل من الاعداد الآتية ثم مثل هذه الاعداد ونظائرها الجمعية على شكل أرجاند : 


8ل + 1 ح م 


التمثيل البياني النظير العدد 








)م 2-37 ع م3 +2 درج 
1 يدم (2,3) - ررم 





(21-)م 





م 


(22) 1-3 د رع 31 +1- د رج 
الحيف 0 8-22 (3 ات 6 (8)22 
(22-)م 
(و29-)م خ# + 1- ح ووب -1 حوب 
١‏ (1,1-) ع رو2- )م (1-,1) ع (و2)ر2 
(و2)م 


خب حت ووب ّ إ ر# 
(24)م (1- 00( 00 (ي2-)م م1 00( - (24)م8 
(ع2-) م 


س 2 / أكتب العدد المرافق لكل من الاعداد الاتية ثم مثل الاعداد ومرافقاتها على شكل أرجاند : 





التمثيل البياني مرافق العدد العدد 
1 
(3-,5) > (2)21 (5,3) > (21)م 





021 


-_ 
0 


(82)22 
+27 تح قح 2 رع 27 + 3- ح (2 


(2-, 3-) - ريقا)سظط (3,2-) - (22)م7 
(2)22 


+1 ح و2 1-1 د وج 


(23) ]1 0 
(1,1) ع رو2)ظا (1-,1) - (2)2 


(و8)2 


١‏ 770705007 ا 





(24) م8 21-2 21 ح وج 


(0,2) ع ريتاط (2-,0) - (يم)م 


(2, 4) - رمام 


(2-,4) - )م 
(2-,4) - روجام 





(8)2 | (2مر 


س 4 / اذا كان 28 - 4 ح و7 282 + 1 - 7 فوضح على شكل ارجاند كلاً من : 


72 +21 277-277 ل 2271 32792 
,0 + 5 - (خ2 + 1) + (28 -4) ح رع + رج 
(2-, 4) رطم 
72 +214 12 722 
(0, 5) ع- وط ج 0 + 5 ع و2 حع 2 + 21 
(2-, 4) رطم 
(1,2) وطر 
7 - 3 -ح (2 + 1 ) -(2 -4) ح رج - 721 
(4-, 3) ع رو2)مط ج 41 - 3 ع وع - ر27 - 21 
271 


22 
44 -8 - 220 -2)4 - ,ج27 
(4- , 8) ع (221)م 
421 


,6 -3- -283 +1) 3- - رج3 
(6-, 3-) - (86)322 


-2 


770705007 ا 


جمة ١‏ 2 متجععد 


الصيغة القطبية للعدد المركب 


ذا كان ([,6ت) > نز + :د > 2 فإن |6050 - :< - (8)2] و |7510 ح رز - (1)2] حيث ان 

(1)2 الجزء الحقيقي للعدد المركب ١‏ (7) 1 الجزء التخيلي للعدد المركب ؛ (:1) مقياس العدد المركب وهو عدد 

حقيقي غير سالب ويسمى 2 7700 ويرمز له بالرمز ||2]]| وتسمى (6©) سعة العدد المركب وتكتب 

(07:9)2 - 6 | حيث |21 , 0] © 6 ويمكن القول أن 

5 
2 + تتول. - ||2|| - ” المقياس 


١2 7 


” 1121| 


الشكل يوضح كيفية ايجاد الزاوية بإستخدام 


1 1 
 , 57710 -‏ داح -ح 2056© 
|21 ”7 


زاوية الاسناد وحسب موفعها والريع الذي تقع فيه 


+5111 +5111 
9 ع (2) 061:9 © -ع ح (23) 61:9 


+ 605 -- 005) 
تي ) ع جد 





6 ج-ع21 ع (2) 01:9 6 +ع ع (2) 01:9 
+ 605 - 605 


( -, +) رودي 


6011+ 0111 - 


: الاستاد زاوية 


نآل جد المقياس والقيمة الاساسية للعدد المركب 1/38 + 1 - 27 
الجل : 


١/1 + 3 - 1/42‏ - 0/3(2) + 2م - تبر + تدلو > ||2|| - 2 100 - », 


99 
دا ح- ©0556 
)||| 


1 
2 
300 ! 3 د 7 ل مله 
تفع 7ك الريع الأول ا 71 - 51110 


1 
القيمة الاساسية للسعة . - (01:0)2 ح 6 


دن 


175377511177111 :3 1117ل 





مثال :اذا كان # - 1- - / فجد المقياس والقيمة الاساسية للعدد 7# 
الحل : 
1/1+1-32- ترح ترل - م 
1- 
خ-- ‏ - مومع 
2-2 - 110و 
زاوية الاستاد : - 0 والزاوية تفع 2 الربع الثالث 
القيمة الاساسية للسعة * - 5 + 5 - ك2 + م - (ج)وحره - و 


200 5 د 
الصيغة القطبية طذو 1 + 2 ومع)1/2 - 7 جب (1511:0 + 1)©0580 - 7 


مثال : عبر عن كل من الاعداد التالية بالصيغة القطبية : 


وزاري 7١١‏ / دا 27 + 2- (3 
المقياس ١/4 + 4 - ١/8-20/2‏ - 2(2) + 2(2-)/, - 2ب + تولق. - مر 
القيمة الاساسية ل يك -ث2 - 6ننو ل - خخ - * - ووم 
1 7 12 20/2 2 # ٌ 012 20/2 # 
زاوية الاسناد ٠‏ 7 - 8 والزاوية تع 4 الربع الثاني 
سعة العدد المركب د - 5 - ,م - (ج)وننه - 6 


(151110 + 17)60580 - 7 
الصيغة القطبية 51115 + د ومع )20/2 - 2 
وزاري 7١١7‏ /د؟ 28 - 217/3 (ط 


المقياس ‏ 4 - 1/16 - 4 + 3< 4/د - 2(2-) + 21/3(2) 02 - 


1- 2 . 1/3 0 2 
القيمة الاساسية خخ - 2 ح 5116 ر 3 ثلك د ة - وومع 
قد 8 7 2 4 7 2 4 9و 
زاوية الاسناد ٠‏ - - 0 والزاوية تفع 2 الربع الرابع 
117 11 
السعة للعدد المركب حا جح 02 - 216 ح 0 


7 - 1)©05680 + 1511:0( 


17 
الصيغة القطبية )وى + كه ) دمء| 4 - 7 
مثال : عبر بالصيغة الفقطبية عن كل من الاعداد الناليك : 
#- (0 0 1 -(6 1 (2 


1 (3 
1 -1/ - 0 +1(2)/.-2بو + 2ع/, - 
<٠ 101553015111171‏ آ77/7771717777171آ11اشر 





1-+4- - 60 
27 كه 05) 


7 - 1)©0580 + 151110( 





00 


7 - 1)605 0 + 8 581+ 0( 


1-(6 
1 -1/-1(2+0-)/, - 2بو+ 2ر/, - 
1 2 0 , 2-2-0- مننزعو 1 1--ظ3- 3 - مومع 
1 و 1 و 


(1 5111 1 + ع1)6051 - 7 


2 
١ - 0+ )1(2 - /1- 1‏ تدا مر 
5 د 60 0 , 1 -72-45- 51:6 ١‏ ” * - * - 6 ومع 
2 1 7 -_ 
5112 ] ا - 27 
#- (0 
1 -1/1-<1 +0/ - 2+ 2عل/,. - م 
ان 1 لهم 5-2 
ا سك اوور ب الح كح كم 
1ك ' 0 2-1 
)2 5 1 رن 15 - 
الحالات الثايتة 
1 - ع (51111 1 + 2051©) - 7| |1 ع (0 :517 : + 0 205©) - 7 





1ت ل 37 0 ل 35 0 
- (5182-2] د-605) - 2 1 -(-5112] د 605) - 2 


1 
> , 360 -21 180 -ع1 





ملاحظة : من خلال المثال السابق يمكن ان نستنتج طريقة يمكن تطبيقها على الاعداد المركبة وكما يلي : 
(0 :511ة + 0 05©) 3 ع (01 + 3)1 - (3)1 - 3 
1 .- .- 1 .- .- 
2 111 2 5) 5 ح (2 + 5)0 - 51 
(1511110+ 7 05©) 2 ع (01 + 1 -)2 - (1-) 2 - 2- 


0 0 311 
ع 0-1161 5) 7 -ح (1 - 7)0 ع (-) 7 - 71- 


٠ 171537751117151‏ 1117 ال 





مبرهنة ديموافر 


(00) 5112 1 - (016) 0605© ع "(51116 1 - 60560) ع ”" 





217 + 6 95 
اذى + [ : ل2ت) .م | 5 - 2/ 


:1 , 4 ا 3 78 ١‏ 
مثال : أحسب (216 5111 7 طعي 5) باستخدام مبرهنة ديموافر 
الجل : 


3 3 3 
-0 -خع17 15111 111 د 5م» - عر كد ونزى : + م 2 وم | - 4(جر 5 5111 1 + 2716 605) 


مثال : بين لكل ل/ © 1 , 14 © © فإن ‏ (16) 5111 1 - (01) 0605© ع "(51116 1 - 60560©) 
الحل : 
''((5111-60 1 + 560وم»ع) ع أ( ( 5110 1-) + 0580»©) ع “"(51110 1 - 050©)  -‏ 5لارءا 
(وبجعل 60- ح  )60‏ "[(60-)1541 + (0 -) 05ج] 
(5111)110 1 + (20) 0605© ع "[(511:)0 1 + (6) 205] - 


15 -ح (511110 1 - (1190) 0605© ع (116-)5111 1 + (6-) 05ح - 
ملا حظة : فوانين مهمة 2 عمليات التبسيط : 


() :05)0(511© + ([ط)51212:)0(©05 - رط + ©) 5111 
(ط) 05)0(5112»© - (ط)5111:)0(©05 ع (ط -ح ©) 5111 
(5) :5111)0(511 - (205)0(©05)8© ع رط + ©) 0605© 
(ط) :5111)0(511 -+ (ط)05)0(05»© ع زط - ©) 2»05 
مثا ؛ أحسب باستخدام مبرهنة ديموافر 114( + 1) وزاري 7١١‏ /د” وزاري 7١١6‏ / ذا 
الحل : 
)١(‏ التحويل للصيغة القطبية 
1/2 -1 +71 و واو اد 


ح - جح 51110 ح - ح- 0560© 
- 1 7 1 


1 
زاوية الاستاد : 9 والزاوية تفع 2 الربع الاول 


3 


1 1 
--5111 7 ل --05ع)1/2 ح 7 
10 [5] 1 ) 1/2 


الصيغة القطبية عندما ترفع الى 11 : 


(5111110 1 ل 118 05»©) 1 - اث ج- 1( 0 5111 1 + 77)©0560 - 1ق 








)١(‏ نطبق مبرهنة ديموافر 


1[ سر 5 
21 0 ل 021060 -255 


1 1 1 1 
5411.2 4 + 11.2 5م - (-.11 1 +11.2 5م ) ان 





112 112 13 17 
2ت 5 د احد 7> ”' ِِ 10 6 -_ 11 
0 71 8 + 0 5 2.7/2 (.11 11.1101 5م ) 1/2. [/262] 7 
زوجي دائما 
بر 11 5 الباقي 31 
2 5-2 8 والباقي 3 لدثات تكون الزاويك الجديدة 4 وهي يم 


: 5 0" 1 
5 - 45 » 3 تقع 4 الربع الثاني ؛ وتكون الزاوية كما يلي نقوم بحذف الباقي وأخد _ 


أو نحسها كابددت 0 75 375 
و نحسبها كالاتي , 7 ح -2 - 
00 دكن لخد 2ومم_ 
ا 72 اك كك 
(5:2 :1 + -ومع-) 3210/2 - 2711 
4 4 
1 1 
حخ + ح -) 3210/2 -2711 
97 3 ( 
72 32020 ىن 
تثب - 11ج 
12 12 


8 + 32-1 -(328-+324-) -2711 
ملاحظة : لا يمكن التعامل مع اي زاوية الا اذا كانت بالقياس الرئيسي اي انها تفع 4 الفترة >> © >>0) 
211 اذا كانت الراوية اكبر من 211 نطرح منها دورة كاملة وهي 211 واحيانا نطرح دورتين يعني 417 او 


ثلاث دورات يعني 671 حتى نصل الى زاوية ذات قياس رئيسي اي زاوية تقع 4 الفترة 237 > © > 0 . 
ملا حظهة : اذا كان الااس سالب فإن : 





0609 - 110 05© ع (110-)15111 + (116 -) 205 ع "7 (51110 1 + 00560©) ع " 7 .١‏ 


09 -- 11 205 ح 1" 7 .. 
' 1 
مثال : أحسب باستخدام مبرهنة ديموافر ‏ 2-7 
1 
1/714 -1) تسد 
؛ ١‏ 14-- 1) 


١‏ - نستخرج الصيغة القطبية 


2 - 4/ - 17+3/ - 72ب + 4(2)/ - قرح قرل - م 


175375511177115 :1 17 ةط 1ل 








تقع ف الريع الرا ع 5 دوو 

تفع > الريع الرايع 0 , 202 
ج57 672-77 11 5 
7 جا ع1 
3 0 3 

الصيغة القطبية [ فى ] + وم ) 2 - 2 


"- نطيق قانون ميرهنة ديموافر 
11-4 7 5 + ند 5مى) 7-2 
2521 + ل - 
3 3 
51 51 
6 0 + ج-5مم)* (2) - 27-4 


(4.5 مز : - 4.25 ومع) 4-(2) - 7-4 





حوزنو : - ج وممع)* (2) - 4 7 
3 3 
زوجي دائتما 
ع 20 0 0 1 البافي 21 
6 ا والباقي 2 لذلك تكون الزاوية الجديدة 0 وهي .2 


5 5 9 5 1 
0 - 60 2 تقع 2 الربع الثاني , وتكون الزاوية كما يلي نقوم بحذف الباقي وأخد ر 


ء 1 211 
او نحسيها كالاتني 20-2 -]1 
7 0 211 02-4 ا 
5111 7 - - و0003 - 
3 3 
1/3 3 ء 1 1 
جح نو 2-- ووم 
2 3 2 3 
وزو - 25 ووع) 14 4- 
(--15182 ---005) يدح 2 2 
1/3 3 1 / 1 يي 3د 1 ,1 يي 
لت لس سيم سم بح | 7 نم لس دا لد قدا حت 2ج رز دع ددن) ل - 7 
ا | أ 6 2 2 16 2 2 16 


ملاحظة : اذا 72 , 21 بالصيغة القطبية فإن حاصل ضربهما يساوي حاصل ضرب مقياسيهما 4 حاصل جمع 
سعديهما . 
مثال : احسب 2ك/ , رك/ اذا كان 
27 0 21 
( - 15111 + ج 205 )2 ح 1ه 
3 3 
4 7 ل مم 3 - 2 
3 3 5 
الجل : 
[5 + )نئ 4 ( اح 5]| 2 3 - 21.22 
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ع (0 + 1-)6 -ح (15111 + 1 6)605 ح 21.22 


ملا حظك : حاصل فقسمة عددين مركبين 
و6 85812 + ,8 0605© )7 -ح 2 


© 5112 + ج62 2©»05) ,7 - 22 


21 __ 71)605 01+ 15812 61( 
272 1:2 )26205 62+ 15121: 6©2( 
21 


[(62 - 6 ) ع1 + (ي6 - ,6 ) ومع] 2 - 
12 272 


حيث ان حاصل فسمة عددين مركبين - حاصل فسمة المقياس الاول على مقياس الثاني مضروب بحاصل طرح 
سعتيهما (سعة الاول - سعة الثاني) 
مثال : اذا كان 


0 0 4 ح 2 
1 ( د 5111 ] د-605) - و 
1 


0 ءاه 51 
فجد خ د وضئة + كدومع) - كه 
272 4 4 
الحل : 
5171 لد 5 )0 [2 


230000 5 00 
2 5011 + ومع) 22 


0 سن 71 8 ل 3١‏ - دمء ]+ 2 2 
كه 31 2 ل م 5 |4 - 21 

72 4 4 

لوا - وم 4 - 21 

72 4 4 


)60526+ 15111 26( 
)00536©+1511136( 


(©36 - 26 )5212 :2 + (36 - 260) 05م - 


مثال : جد ما يأتي : 
(260 15812 + ©60526) 
(7521236 + ©2053©) 
9 - © 0605© ع (6- ) :51 ] + (60-)05م - 
مثآ : حل المعادلة ب 0 - 1 + ير حيث ) © 2 
الجل : 
1--ثم ج ( - ] | ثير. 
901 بو + 2يول, - م ج 0 + 1- -ح ثير 
2-2-6 - 52126 , 4-4 - 5د ووم 
1 7 1 7 
زاوية الاسئاد .+ 77 - 0 


171537751117711 1 17 غةاة ال 1 اال 





3 


بالجذر التكعيبي 511111 1 + 0511© - 25 
1 
3 - 60511) ح 2 .. 
111 + © 0 0 1 + 6 0 5 
لكك 71 2 + ع وم ول 
11 + 15 00 ل 11 -+ 11 

2 حدآع/ افسحتق 7 7 ل سكت وم دير 

. _- 1/3 1_ 41س عر 1 _- 
عندما 0 -ع/ ا - (5117 1 + - 605) ح ود 


ا ال 5 31 75127 ءاه 111-27 
عندما 1 -دت/ 170جطى 1 + رومع ) - ( كد وزو : + كد ومع ) - ( ١‏ مزى : + كشك ومن ) - يع 





1- -:(0) +1- ح ينع 





. 3/ه ‏ 1 ال 5 51 11+41 0 .ا 1-1-7 
عندما ‏ 2 ح-ع/ اددج - [-15111-2 + 6005) - 101 2-1 605) - 23 
. 3د 1 وقلة . :1 
مجموعة الحل - /28 -1,2-, 24 + 2) 


00 |اوجد الصيغة القطبية للمقدار 2(*5 + 1/3) ثم جد الجذور الخمسة له : 
2 - 4ل - 1 + 7/3 - شرو + 2رول. - مم ج غ + 7/3 - 27 


1 5 3 12 
2-5 -ح 6و ب ح -ح - - 0 6005© 
2 1 2 1 


05 هه 5 1 5 هه جني‎ ٠ 
زاوية الاستاد :م ح- © والزاوية تقع لي الربع الاول‎ 
7 - الصيغة القطبية (2 سأ + 2 ومع2)2‎ 
2722- )5 00 ] طذد‎ 7 
72 - 702 - + : نع : + 5 ومء) 4 - 22 :نفو‎ - 4) +2:( - 2 + 317 
11 
3 


111 + © 0 2 1 + 6 1 5 
لحك 7 7 ل سحكت وهم 7 - 1/27 


6/7 + 1 . ج611 + :1 
511 


اجتتلبي- -ححجج ولع 
3 1 3 5 _ 5 
حتت ااام ا 4 - 2ج /ء 


5 1ك 1 + 2 0 725 
3 


611 + 7 0( 61 +114 , 5 
0,1,2,3,4 حع/ 5 الطتكورزون + يح وم ) 4/؟ - ١/2‏ 


عندما 0 -ع ع/ (عصفد: +ع دم ) 1/4 - ع2 
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007 7 
عندما 1 - ع/ دوز ] + كدوم ١/4)‏ - 72 
15 15 
عندما 2 ح ع/ رزو : + كن وم ١/4)‏ - وه 
15 15 
عندما 3 ح-ع/ مذ + د وم)4/ - ,2 
عندما 4 -ع/ (عدمهند: + كوم ) 1/4 - و2 
م عمو اه انمه 0 210110 - فلا : 
مثال: جد باستخدام مبرهنة ديموافر 3 5 8 ل 5111) 
الجل : 
11م[ 1 0[ 0101| 1 5 0[ 0101| 1 
(52مء + دونع :-) ] - ( 1605 + 511 -) - ( 1605 + -5111 
3 3 ( 3 3 3 3 ( 
ف 1072 ( )5 ١‏ ا ع ) (تزع 
للخو - لب و0حن | عد |-1511 - بج 6005 
3 3 3 3 
0/3 1 13 - [ 1512 + ( - 111 411 ( 0 
2 - [ب 51 ] + 5م6 - |1511 - م 605 - 


ملاحظة : يمكن حلها بتحويل داخل القوس الى عدد مركب (صيغة جبرية) ثم تحويلها الى الصيغة القطبية 
ثم تطبيق مبرهنه ديموافر . 

1 8 1 : 
ويمكن استخدام القانون الذي يمكن تحويل ال )0 | 6 5 -ح 51110 , )0 _ 6 01 - 6050© 
لتتحول الى الصيغة القطبية . 


واجب 





س / باستخدام مبرهنة ديموافر جد الجذران التربيعيان للعدد المركب 38 + 3 


حل تمارين (4 - 1) 
س1 / احسب ما يلي : 


دوزو : + كد ومع] - |عري هسزو : + عدي 4ومء| - “[م رزو + مت 

[ 511 1 + -005] - 5111421 1 + 2-1 6054| - [5111215 1 + 2211 605] (3 
و>» هي ا 5 1 
تفع لك الريع الثاني 0 - 30 »< 5 , 0ع 


1 723 الا 0 
ك2 2 ]| - 5111 ] 605 - 
3-[ج7 وزع ع + جر ف 

[511112-15 1 +16 3]|(ط5 


ا ال 5 71 ا - 7 ا 7 
[ 511 ] - 605] - 511 ] 4 605] - [70 7 3-)5211 2 ل ( 7 3-) 5 ]| 


٠ 171537751117115‏ 1117ل 





تفع 2 الربع الرابع 1-5 ب 315 - 745 


4 -]+ :) (| - +2 


فأد 


فق 2 1 احسب باستخدام مبرهئة ديمواقر (أو التعميم) ما ياني : 


1 
000 8 ا - 





وزاري ”١١7”‏ /دا 7 -1) (2 
1-72 +711 - تنو + 2رلن, < م جح خ- 1 دج 
لب ات وري كن 5 
ع -ح - - 51110 1 ع -ح - - 050 
1 د 7 872-713 0 71 
زاوية الاسناد 7٠‏ والزاوية تقع 2# الريع الرايع 2-0 - - 2 - 0 
الصيغة القطبية 511 + ع وم )7/2 -< 27 


نبداً بتطبيق مبرهنة ديموافر 
71 71 
“5111-7 ] 0 5مء) 0/2(7 - 51:6(7 1 + 56م») 0/297 - 277 
101 101 71 71 
زم 77 ل حم ووء )60/2( 2م - 6 7 73 ل وم 7 - 77 


زوجي داكما 
كر 49 7 5 
12 6 والباقي 1 لذلك تكون الزاوية الجديدة 





وهي > تقع لي الريع الرابع 
11 11 
0 7 7 | 3 00 
[ 1511 + -كمء) 2*2) - 


1١ 87/2 80/2 ْ‏ 
1 - (ح: 8/224 - 
وزاري 501١4‏ / د 2 9-(غ + 0/3) (ط 


- 4/ - 1 + 1/3 - 2و + 2رو/”, - م جح + 7/3 - 27 


1 8 1/3 2 
2-5 - 10و ب - -ح - -ع 6005# 
2 1 2 1 


1 
زاوية الاسناد . 7 - 60 الزاوية تففع 2 الربع الاول 
ا 5 : 1 
الصيغة القطبية (2 5111 ] + ع 20605 2 


نبداً بتطبيق مبرهنة ديموافر 
11 11 
307 2 + ج605" (2) - 92 (5116 : + 293)60560م - 7 (1 + 3 5 


3 ' + ل - 2-9 
6 51 6 05) مس - 2 571 ىم 59 
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ا 


- 0 0 31 أ - ا 00 1 - 2-9 
5111-2 ] - 2 و60 7 2 1717 2 05) 22 


ح- ([(1 0 
وح - ((1-) ] د 0 
س3 / بسط ما ياتي : وزاري 7١1١‏ /د؟ 
5 1 526+1مع] 
0536+13ع] ١‏ 


05 مزع 1 + 50مع) _ ”[0(5 1512 + 50م»6)] _ ”[20 15411 + 60526] 
9 11ص 1 + 580م»2) 2 15116(3[3 + 058»©)] 2 5423[3 + 0538ح] 


510(4 1 - 60ومع)51110(95 1 + 5680ومع) (ط 
0((4-)::51 1 + (60-)ومع) 51110(5 1 + 20580) - 
1:04 ] + 0وم») - 4-(5]1:0 ] + 69وم») 5111:0(5 1 + 0560ع) - 


9 :11؟ 7 + 0569© جح 


- 05489 - 76 09 


س4 / جد الجذور التربيعية للعدد المركب 1/31 + 1- باستخدام نتيجة مبرهنة ديموافر 
- 4/. - +1/ - 3(2/) + 1(2-)/ - م ج :17/3 + 1- - 7 
1 . 
ح- 51110 تك 5 - 0560© 


زاوئة الاسناد ؛ كأ - © الزاوية تقم ذا الثاذ 7 - 6 
زاود د لراويه تفع ل الريع الثاني 5 - 


:1 + 00 0 - 7072 +1-) ج 17/33 + 1-| 00 





ب 27 ب 27 1 1 
للخ ,921 # + لك 6058| 22 ح- 22 
2 2 
1 - 17 -+ 211 611 + :211 5 
17 -+ 21 7 -+ 211 02000 02000 
اخلبلليررنو: :3< ومم)2/ - لقتونو:ز بد قوم 2 - 722 
6 2 2 
عندما ‏ 0 <د/  5111-(‏ +5 6065) 1/2 - صر + ومع )7/2 27 
,073١_ 1 | 13‏ 1 _ 
3 + ع - (3- + 2 ) 2/ - 21 
عندما ‏ 1 -</ 1ك ا + ومع )7/2 - 1ع غ + وم )7/2 - 
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ههه ١‏ معد 


زاوية الاسناد :- تقع 2 الردع الثالث 5 - 27-37 ب 
زاوية د21 تقع بح الربع 1 





تت 416 
302020202080000 
كد كك ل 7 


س5 / باستخدام نتيجةمبرهنة ديموافر جد الجدور التكعيبية للعدد 271 


مه ح شيو + 2يول, - مو جح 27 - 7 


1 - 2 ح- 51:6 , مك2 
0077 7 


2 
ح - ح- 6050 
27 7 
1 58 . ع 
زاوية الاسناد : ر © والزاوية تقع 2 الربع الأول 


1 1 
73 خ] + + ومع) 27(3) - 510(3 1 + 2050) 73 - 273 ج 1/271 - 1/7 


2+7 17 
0,1,2 حدآع/ لت 921 7 1 لك 


05> | 1/27 25 
4/1 + 0/1 0 11 -+ :11 1 
وسكت 7 7 ل مكحتم 5 | 3 - #73 


) ج) 1 + (ي) مه ) 3 ح- رض ج 0 دع /ة 


رع سزىة + (2) ومه) 3 درت جح 1 دعم /ة 


- 0 


]> |21 2ه - زا 


51 
زاويكه دك الا"سئناد : 5 


+2 


الزاوية تقع لل الربع الثاني : 
لقف - |41 + ]3 - [(5) سند : + (5) دمه-) 3 - ,2 
)مد + (2) دمء) 3 - و2 ج 2 دع /[آ 


37- -3 -0 - (1(83--) + 0) 3 -ح و2 
س6 / جد الجذور الاربع للعدد (16-) باستخدام نتيجة مبرهنة ديموا فر 


. وزاري 2١1١6‏ دور ١‏ إحياتي 
الصيغة الوزارية : جد حل المعادلة حيث )2 وياستخدام نتيجة ميرهنة ديموافر 0 - 16 + 2 


6 ح *16(5)/, - 2#بو + يرل" - م جد 16- - 7 
زاوية الاسناد م 72 - 60 م- خخ - 2 - وزع , 1--15 - 3 - ووم 
6 7 16 


17 
+ 153111 





1 1 1 1 1 
5174 1 + +051 ) 16(4) - 510(4 1 + 50وم»)4 - 274 ج 16-/1 - 1/7 
117 + © 0 2 1 + 6 9 
لفكت اذى + [ كح ممم 0 

1 

13 0 عدع/ , 4 -11 | تلقن) رزو + (تطلقنة) ومم) 6 -74 
١/2 21‏ - [فع + ج] 2 - ( دجنو : + وم ) 2 - رج جب 0 حدع] ثة 
ب 0 0 14" 53 20 31 
[ 51 ] +052-) 2 - ( ماد + وم ء) 2 - و7 ج 1 حاعع] /ة 


0/27 + 7/2 - زم +232 - 22 


05 17 5 51 
( ماد : - 2ومه-) 2 - لم0 و7 ج 2 حداعع] ]أ 


14 
2-21/- - (ع - )2 - 


6 
11 11 71 
[2ةىة - 2 ومع) 2 - ا 3 د ع]/ /ة 
0/2 - 1/2 - ع -2) 2 - 


س7 / جد الجذور الستة للعدد (64.1-) باستخدام نتيجة مبرهنة ديموافر 


4 - 6402)/. - 6402-)ل/ - 2بو + قول - مج 641- - 7 


4 5 0 3 
1--2- 2 - :نع , 0 ع -- - - 2005 
604 17 604 و 


31 
زاويك يك الا"سثكاد د د 0 


1 3711 3 1 1 1 1 
2-2-5 7 2 ل ح-605) 646) -ع 5111(6 1 + 1:6)20569 - 76 جح 64-/؟ - 7/؟ 


111 + 90 0 2 1 + 6 8 
افكت اذى + [ ك2 ممم او 
كك كك َ 
لخ :212ص 2# ++|ا لت ومع - 64/؟ - 26 
6 6 
5.., 012 عدع# , | )رو : + رتكخلحة) وم | 2 -20 


1 . 1 0 1 0 3 
1 + 7/2 - +ع) 2- 151115 + 2 2)605 - لاد 


د : + كد وم») 2 - 21 ج 0 دع /ة 
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71 
[جدسند: + كدوم ) 2 - وج جح 1 دع] /ة 


12 12 
0 117 ) 2 - 1 وم م 
12 1717 12 205 ح و2 جح 2 حدع] /ةآ 


1 ص1 5 ل ص1 5 
٠-71 3‏ 0-)2- فد 71 ل 2- 00 + دوم ) 2 - و7 جح 3 دع /)ة 
4 4 4 4 12 12 


2,- 23 _ 2 - 2 -1 


6 إ 7ك 32 72 ج 4 دع[ )ا 
12 71 12 25 ح ع دعل ثة 


سد + ومه) 2 - ,2 ب 5ع / 
12 171 12 205 حدم حدع#ط ثة 


حل التمارين العامة الخاصة بالفصل الأول 
2+4 
س 1/ جد قيم كع 7 2 والتني تحفق 2 لك تمك (وزاري 3٠١١*‏ /رد") 


21-7 1+7 
الحل : يما ان 414 - 4 





0 (28 -ع«)(ةةسعر) 0 1:2 0 
بل--- كك - ج 








م2 #) - ته 3 حتت ب 
لكا مم +1 ع2 ْم +1 27 +خ# | 1+8 
(28 -2>) 27 + 1) ح- بو 
2 - غير +21 نر د بو 
7 +28 2 +2 ح 08 + رق 
2# + 2-) + (2 + 2 ) ع 0 + بو 
(1)..... 2 +2 ح برو 
نعوض 4 معادلة  )١(‏ 2 - « ح (2)... + 2- -0 
4 - 2 + 2 ح م( . 
و رن ى طفسسسص كد 2 |1 311 مطاءت: نة ديموافر 22 
س2 / اذا 3 و-/. +1 - عددا مركبا جد باس خدام ميرهنة ديمواقر 
الجل : 
31 - 0-3 : 
3220202-31 ]7/3 -:3/ -1 1/313 -1 7/38 -1 
لاس الس ا ال الس سب ل ا_------ى ‏ لل--- بمب | الب تي 
4 3 +1 1-1 3 +1 
1/31 1- - 
2 00-2 


23د 1 
المقياس 1-1 -ج +1 ح 2رو + قيرلء -:1 











3 
3 _ 2 
2 1 
نستنتج أن الزاوية 0 تفع 4 الربع الثالث 


0 ' 1 2 2 
ل ح © 5 دساح حا  -‏ ح 9ه 
َ 5011 7 0 05) 


ذب+م - (ج) 
سدح ب لعج -ح (2) 01:0 .. 
3 4 7 
الصيغة القطبية للعدد المركب (0 5112 1 + © 205©) 1 <- 27 


3 مم 1 7 


21 + 6 21 + 6 0 
فشكت 0 7 ل كت وم | 7 - 1/7 
11 11 


حم 


02012 20200 41 1 1 
| ل 5م») 72-2 





+ 47 + 47 1 
0.1 -# الت إنمنخعو +1 لتك |ومم )| ح 72 
2 2 
تقع 4 الربع الثاني دونو : + ك2 ومن - 2 وزو : + ك2 ومن د رج ج 0 دعر 1 
103 0ن - 2 
2 2 اي 51711 ا د 2005 1 
ملت 2 47 
حت | ززع : + | جك | وم | - يم ج 1 <ع٠‏ ]1 




















101 10 10 1--41 4115-1-1 
اللوتسطكح 5200 5 1 7 - 11 2 3 7 71 3 _- 
َ تفع لت الربع الرابع (5ن) من + (عية) دمه - | 1 +[ 1 | 05 - و2 


م - 86 1 7 - 86 5 - 2 7 ل 2 5 -ح 27 





9 ' 5 2 
س / اذا كان 23 85112 + 23 205 - 7 فاثيت أن 401113 8 1 - 


1+7 
وزاري خارج القطر 7١١9‏ / دورأول 














الحل : ط 1 
4 5 .]ا 
11 1 +22 605 + 1 7+ 1 
2 _ 
2151313001+ 1-م22 ومع 1+2 2 
مونو فزسبرةوم _ كوو دعر كوم _ 2 _ 
(51111 052:)6052-1© 0 (5112 1--052:)6052© 0 (51113 260512:)60524+1 0 
7 0 1 05© 2052-11 21-15 05)) ([51112 2052-1 
5 : 7201 - 1 ح لد ا 15 لمات سف 9 املاس ست لس شت 2 
)0 )0 )0 (51113 2-1 052)605© 
ط 2 : 
4 َ 5 .]ا 
11 1 +22 605 + 1 7+ 1 
2 _ 
51130051 21+ 22-1 ومع 1+2 2 
(11ا5 5-1 20) _ 1 نزو :يرومع ) _ 2 _ 
605 0 001 0 (51113 24-1 26052:)605 0 
5 10 1 05© 
55 : 10111 7 - 1 ح- _- - 
ع1 )0 ع1 )0 
/ اذا كان © 75818 + 6 7 أ 1 - 8 / 
اذا كان 9 85111 5 ح-ح #/اشثذثان -+- - ل ا لحل ا ١‏ / دور ثاذ 
8 9 ب ات ويرووم 2 12202 قلاري ور داني 
الجل : 
"(0 5111 + 6 05مع©) 7 
5 .]ا 


15110 + 6 ومع) +1 1727 


110-1808 605 0_2 “"(15110 +0 5مع) 
0 11 2110+1 1+605 1511 +6 205)+1 


©05 1104-1 1109 ©05 1104-1 1109 


(110 205 1)25111110 +116 2وم» 2 2 (05110»© 20-1+1)2511110 2ومع 1+2 2 


1 511086 1101-1 605 
١ 115‏ ححص حت اح 00 عه 
0689 005 2 (110+15111110 05©) 110 205 2 


121111 د 











القطوع المخروطيك 
القطع المخروطي : ليكن (71, 31) نقطة ثابتة 4# المستوي وليكن 0 - © + :817 + :03 مستقيم ثابت 4 
المستوي نفسه لذا فإن مجموعة كل النقاط التي نسبة بعد كل منها عن النقطة (771, 3:1) الى بعدها عن 
المستقيم 0 - © + 237 + :03 تساوي عدد ثابت (6) تكون شكل هندسي يسمى بالقطع المخروطي أو هو 
مجموعة النقط التي بعدها عن نقطة معلومة يساوي بعدها عن مستقيم معلوم (0 - © + 537 + :03) 
تساوي عددا ثابتا (6) : 





505ظ5ظ البؤرة (3,17) 1 10 
معادلة الدليل 0 تع - 817 -+ 013 (2 
”5 9 
قطع مكافئ (6-1) ل - 6( الاختلاف المركزي © (3 
قطع ناقص (0>»>1) المسافة بين البؤرة والدليل - |27| (4 


2-0 
١ىلشب‎ 


10> > 0) قلع تقس 


المعادلك العامك للقطع المخروطي : 
“0 + ترط + نده) , 


02 + 2ن 6 - 7104و - 7و + 2104 م 


ملا حظات : 

1) النقطة السينية (تقع على المحور السيني) أحداثيها الصادي نكون,صضشرا (2,0*#) . 
2) النقطة الصادية (تقع على المحور الصادي) إحداثيها السيني يكون صن (37, 0). 
3) كل مستقيم يوازي المحور السيني معادلته تكون (ما يقطعه من المحور [) 

4) كل مستقنيم يوازي المحور الصادي معادلته تكون (ما يقطعه من المحور /1) 


القطع المكافىّ 23131013] 
القطع المكافىْ : هو مجموعة النقط ([, 7) // 4 المستوي والتي يكون بعدها عن نقطة ثابتة (0 , 2) "1 
تسمى البؤرة حيث 0 7 77 يساوي بعدها عن مستقيم معلوم يسمى (الدليل ([) وهو لا يحتوي البؤرة . 
أو بمعنى آخر هو مجموعة من النقط داخل مستوي والتي يكون بعدها عن نقطة معلومة مساويا لبعدها عن 


مستقيم معلوم . 
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للقطع المكافئّ حالتان هما : 


أولا : البؤرة تفع على ال محور السيني (0215 - 2) والرأس 4 نقطة الاصل . 
أ السكحة كحو لين : 


قانون البعد 4 - ج07) + 21(4 - جئ3) 
تعريف القطع المكاف: 4 - 7لز جح 1 ع - 3 
تعريف القطع المكافئّ 0 - 00 
بر بتربيع الطرفين 077 -7) + 7(75 + )ل ع 0(5 -7ز) + 2( - 22) ا 


4 


“0 لد برم2 + شير ع كبو + قط ل و2 - شير 
معادلة القطع المكافى ‏ 0 < 17 ٠‏ 


معادئة الدليل 2- 2 





؟- الفتحة نحو اليسار : 
0117 
معادلة الدليل 2 -2 
ثانيا : البؤرة تقع على محور الصادات (0215 - 7[) والرأس 4 نقطة الاصل : 
١‏ - الفشتحة نحو الاعلى : 
تكون هنا معادلة القطع دالة حقيقية 
قانون البعد ‏ “(11 - 072) + 21(5 - ج:38) 
تعريف القطع المكافى 0 ح را 
بتربيع الطرفين “(2 + 7[) + 2(4 - )ل - 5(م7 - 7) + 0(5 -2) إل 
م +بدبوم2 + شيو ح كم ب بوو2 - 2رو + شير 
معادئلة القطع المكافى ‏ 0 < 17 ٠1‏ 


معادئة الدليل 0- -ح بر 


لل 





معادئة القع امعان 
معادلة الدئيل 
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جم ١‏ 2 متجعحد 


نلاحظ مما سبق انه يوجد معادلتين لالقطع المكافىّ الذي راسه نقطة الاصل (0 , 0) أحداهما عندما يكون على 


المحور السيني والاخرى عندما يكون على المجور الصادي والجدول أدناه يوضح ذلك : 


عندما يكون على محور السينات 0315 - 1 عندما يكون على محور الصادات 01315 ١-7‏ 


(' - 03:15 البؤرة تنتمي بمحور الصادات‎ )١ 2: - 0215 البؤرة تنتمي لمحور السينات‎ )١ 
- 77 ؟) البؤرة (0 , 72) / ومعادئة الدليل 7 - ؟) البؤرة _ , 0) ط/ ومعادئة الدئيل‎ 


ةنيد نوع - ب 


اليد اسادي بنسف اناي 
)١ 0-0-5‏ التفون [برم4 > 2د 

ملا حظات عامة : 

. اشارة البؤرة عكس اشارة الدليل والحكس صحيح‎ .١ 

". المسافة بين البؤرة والدليل - 217 

“". كل نقطة تنتمي لالقطع المكافىّ فهي تحقق معادلته (اي ان القطع المكافىّ يمر بها) 

:. كل نقطة تنتمي للقطع المكافئ بعدها عن البورة يساوي بعدها عن الدليل . 

ه. رأس القطع المكافىْ هو نقطة الاصل ومعادئة المميز الخاصة به هي 0 - 406 - 72 
جدول تظهر فيه جميع حالات القطع المكافى : 

2 





مدير نس | بر مدر إصمم برها دض 


مثال : جد البؤرة ومعادئة الدليل للقطع المكافئئْ 2 كل مما يأتي: 





82- ح 2ن (2 
82 ح تبر 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية ‏ م4 - 2[ 


8 


البؤرة (29,0-) ر - (0,-) رآ 
معادلة الدليل 2 2 ج 77 - 2 
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جم ١‏ + متجحكد 


دك - “بر زط 
الحل . 417 ع 2#بر 


0 
4 


4 

البؤرة (7/)1,0 - (6,0) 1 
معادلة الدليل ‏ 1- - جح 7 ح رن 
: - 00 عت 2 كت 2 
: «/21 + -ح رز ج ع4 - :(4)1 - أرور ج يررر4 - ذرر 
2م 2320 | م اا 
ملا حظات لإيجاد معادلة القطع المكافئ رأسه نقطة الاصل ضمن الحالات الرئيسية الاتية : 
أولا : اذا علمت بؤرة القطع المكافئْ فإن الحل يكون بشكل مباشر تستخرج قيمة 7 ونكتب المعادلة ونعوض . 
ثانيا: اذا علمت معادئة الدليل فإن البؤرة ستكون على نفس المحور الذي يقطعه الدئيل بالاتجاه الاخر فنقوم 





باستخراج احداثي البورة ثم نستخرج فيمة 77 ونكتب المعادلة ونعوض . 
مثال : جد معادئة القطع المكافى اذا علمت ان أ) بؤرته هي (0 , 3) ورأسه 4 نقطة الاصل . 
ب) معادلة الدليل 0 - 6 -273 ورأسه 4 نقطة الاصل . 


الجل : (١‏ 
البؤرة (0, 3) - (6,0) * 
المعادلة القياسية للقطع المكافئن ‏ 4 - 1/2 جب 3 - 77 .. 
معادلة القطع المكافئْ ‏ 127 - 2 جح 4)3(«2 ح تن .. 

ب 


معادلة الدليل ‏ 0 - 6 --22 .٠:‏ 
3 - 2 ج 6 - 22 .. 
المعادلة القياسية للقطع المكافئن 4- - 2/ر جل 3 - [7.. 
معادلة القطع المكافئ «12- - 1/2 ج 4)3(2- - شن .. 
مثال : جد معادئة القطع المكافىّ اذا علم : أ) بؤرته (5 , 0) وراسه 4 نقطة الأصل 
ب) معادلة الدليل 7 - 7 ورأسه 4 نقطة اللاصل 
الحل : أ) 
البؤرة (5, 0) - (12, 0 ) 0. 
المعادلة القياسية للقطع المكافئْ ‏ ( 417 - 2ير جب 5 - 77 .. 
معادلة القطع المكافيٌ 20 ح عجر جح م(4)5 - 4ري .. 
ب( بالمقارنة مع معادئة الدليل 77حدرواب: 
المعادلة القياسية للقطع المكافئْ ‏ 4717 - 22 جح 7 - 17 .. 
معادئة القطع المكافئن ‏ 287- - 2 ج رز(4)7- -ح شير 
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ثالثا : اذا مر القطع المكافئّ بنقطة معينة فإنها تحقق معادلته فإذا كانت البؤرة تنتمي الى محور السينات 
تكتب إحدى معادلتي محور السينات ثم التعويض بها لاستخراج فيمة 77 ثم اعادة تعويضها يمعادلة القطع 
المكافىّ واذا كانت البؤرة تنتمي احور الصادات كذلك نكتب احدى معادلتي محور الصادات ثم التعويض بها 
لإستخراج قيمة 7 ثم اعادة تعويضها بمعادلة القطع المكافى و حالة لم يحدد موقع البؤرة يتم اخذ احتمالان 
معا . 


مثال : جد معادلة القطع المكافئئ الذي بؤرته تنتمي حور السينات ورأسه نقطة الاصل ويمر بالنقطة (4 , 2) . 


الحل : بما ان النقطة تفع بالربع الأول والبؤرة تقع على محور السينات فإن البؤرة تقع على محور السينات 


الموجب فتكون المعادلك 
2 -2 - م ج م8 - 16 ج (2)م4 - 4) ج نم4 - كبر 
06 2 1 0 
مثال : جد معادلة القطع المكافىّ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تفع على محور الصادات ويمر بالنقطة 
(4-,1-). 


الحل : بما ان النقطة تقنع بالربع الثالث والبؤرة تقع على محور الصادات فإن البؤرة تقع على محور الصادات 


السالب فتكون المعادلك 


- روج م16 -1 ج (4-)م4- - 1(2-) ج روم4- - 2ن 


. 1 
حت شه : 
1 02 


مثال : جد معادئة القطع المكافىئ الذي رأسه نقنطة الاصل ويمر بالنقطة (6 , 2-) . 


الحل : يوجد احتمالين للمعادئة القياسية للقطع المكافىّ لعدم نحديد البورة : والاحتمالين هما : 





أولا : البؤرة تنتمي احور الصادات الموجب ثانيا : البؤرة تنتمي احور السينات السالب 
المعادثة القياسية للقطع المكافئ 411 - 22 المعادثة القياسية للقطع المكافئْ ‏ «م4- - 2( 
2 2 
(6)م4 - درف[ ل42-2 - 6( 
داع - 7,7 جح (241 ح 4 ح م جح رر8ق -ع 36 
6 2274م د 
2 2 1 9 : 2 9 2 
معادئة القطع المكافئ 2-0-0 ج بر(ة) 4 معادلة القطع المكافئن 1817- - رجد :)4 - 17 
رابعا : اذا مر القطع المكافئ بنقطتين تقعان 2 ربعين متجاورين فإن البورة تقع على محور تناظر الربعين فنقوم 
بكتابة المعادلة المناسبة ثم نقوم بتعويض اي نقطة من النقطتين لاستخراج قيمة 7 ثم اعادة تعويضها بمعادلة 
القطع . 


مثال : جد معادلة القطع المكافئئ الذي يمر بالنقطتين (4, 2) ,(4- , 2) ورأسه نقطة الاصل . 
الحل : ' النقطتان تقعان بالربعين الأول والرابع فهذا يعني ان البؤرة تقع على محور السينات الموجب وبالتالي 
تكون معادلة القطع المكافئّ هي 
16 5 5 
ا 2 8 ع 16 ج (4)2 - “(4) ج عرربك - كبر 


معادلة القطع المكافئن ‏ 8# - 2ب حت «(4)2 - بر جد 2ومبه - أبر 
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مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بالنقطتين 5-, 60/6 ,(1-,210/3-) 
الحل : بما ان النقطتين تقعان 4 الربعين الثالث والرابع فإن البؤرة تفع على محور الصادات السالب وبذلك 
تكون معادلة القطع المكافئىّ هي 
3 -م ج 2 - م جه (2-)مه- - )00/6 ج بروو4- - 2ير 

معادلة القطع المكافئن ‏ /123- - 2ج حى ر(4)3- - 2 جح برو4- ح ير 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (1- ,4) , (1--,4-) والرأس 4 نقطة الاصل . 
الحل : بما ان النقطتين تقعان 4 الربعين الثالث والرابع فإن البؤرة تفع على محور الصادات السالب وبذلك 
تكون معادلة القطع المكافئىّ هي 


زم 4- - كير 
16 
4--د نج م4 - 16 7 (1 -) م 4- - 16 ج (1-)7 4- - 4025-) 
معادئة القطع المكافئن ‏ 1637- - 2 ج بر(4) 4- ح شير 
خامسا : اذا مر دليل القطع المكافىّ بنقطة معينة (2 , 0) فاذا كانت البؤرة تقع على محور السينات فإن معادلة 
الدليل هي 0 - 72 فنقوم باستخراج احداثي البؤرة ثم نستخرج قيمة 7 ثم نكتب المعادلة المناسبة ثم التعويض 
بها . واذا كانت البؤرة تنتمي محور الصادات فإن معادلة الدليل هي 7 ح 7[ فنقوم باستخراج احداثشي البؤرة 
ثم نستخرج قيمة 7 ونكتب المعادلة المناسبة ونعوض بها و4 حالة عدم تتحديد موقع البؤرة فيتم اخذ احتمالان 
معا . 
مثال : جد معادلة القطع المكافىّ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي احور السينات ودليله يمر بالنقطة 
تعدا 
الحل : بما ان محور القطع المكافئىّ هو محور السينات والدليل يمر بنقطة تفع ل الربع الثاني فإن البورة تفع 
على المحور السيني الموجب وبالتالي تكون 
ح 2و ج و4 - “بر ججح 2 ح ورج (0, 2)! معادلة الدليل 12-2 
متال : جد معادلة القطع المكافىّ الذي رأسه نقطة الاصل وبؤرته تنتمي احور الصادات ودليله يمر بالنقطة 
(4-, 2) . 
الحل : البورة صادية موجبة فتكون معادلة الدليل هي : 
161 - ثر ج ررو(4) (4) - أير ج ررم 4 - ذر جج 4 ح رر اج (7)0,4 جد 4- ح بر 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل ويمر دليل القطع المكاؤاء بالنقطة (5- , 3) . 
الحل : يوجد احتمالين للمعادئة القياسية للقطع المكالؤء لعدم تتحديد البؤرة » والاحتمالين هما : 
ثانيا ‏ البؤرة تنتمى لحور السينات السائب 
المعادلة القياسية للقطع المكاؤاء 4101 - 22 المعادلة القياسية للقطع المكاؤاء 4177 
(00,5)م ج 5 حع راج 5- - ل (3.,0-م ج 3 ح رر ح د 


51) 4 - 2 1-012 
معادلة القطع المكااء 2017 -ح 122 معادلة القطع المكالؤء 12 - 








سادسا : اذا مر الدئيل بنقطتين مختلفتين فإن معادئلة الدليل هي ( ع 7[) 01( - 2) *141161© المسقط 
المتساوي من النقطنين فنقوم باستخراج احداثي فيمة 77 ثم تكتب المعادلة المناسبة ثم التعويض بها . 
مثال : جد معادئة القطع المكافئ 2 الحالات التالية : 
١‏ - دليله يمر بالنقطتين (1 , 3-) (9 , 3-) ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : معادئة الدليل هي 3- - 1 أي أن 3 - 1 
12 - برو جح معن(4)3 - أبو جح يرم 4 - أبو حت (0 , 3) 1 
؟ - دليله يمر بالنقطتين (2 , 4-) ,(2 , 7-) ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : معادئة الدليل هي 2 - 7( أي أن 2 - 1 
بر8- ع ثم ج معن(4)2- - ثأير ج ررم 4- - أير ججح (2- , 0) 1 
سابعا : اذا مر الدليل بنقطة تقنع على احد المحورين الاحداثيين فإن البؤرة تقع على نفس المحور بالاتتجاه 
الاخر. 
مثال : جد معادلة القطع المكافئ 2 الحالات الاتية : 
١‏ - دليله يمر بالنقطة (0, 4-) ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : يما ان الدئيل يمر بالنقطة (0 , 4-) فهذا يعني أن البؤرة (0 , 4) اي ان 4 - 17 
16 -ح #بو ج «ع(4) 4 - أبر جح يرم 4 - ذررو 
؟- دليله يمر بنقطة تقاطع 12 - 337 + 23 مع محور الصادات ورأسه نقطة الاصل : 
الحل : 
4 - مر حج 12 -:رز3 > 12 -ح :و3 + (2)0 ج عندما 0 - ع1 
161- -ح غير ج بز(4) 4- - ثير ج رورم 4- - ثر ج 4 ح رر جح (4- ,0) 1 
مثال : باستخدام التعريف جد معادئة القطع المكافئ اذا علم ان بؤرته (0 , 0/3) ورأسه 4 نقطة الاصل . 
الحل : البؤرة (0/3:,0_ ولتكن النقطة (3, 4)17/ نقطة تنتمي الى منحني القطع المكافىّ ولتكن النقطة 
(1, 1/3-)0 هي نقطة تقاطع العمود المرسوم من 1/0[ على الدليل (1 فمن تعريف القطع المكافنْ 
تعريف القطع المكافئن ‏ 140 - 7[]/[ 







4+4 
14 )-1/3 ,1/(١ 


بالتربيع 7-2(2) + (3/ + عع)لى - 0(2 - بون + (1/3-ع)لى 


2 2 
(1/3+:*) - 2ن + (3/د- م) 
3 + 27/32 + غير - تيو+ 3 + 21/3 - غير 
معادئة القطع المكافئ ‏ 40/37 ح 12 


مثال : جد البؤرة ومعادئة الدليل للقطع المكافئن 0 - 243 - 37:2 
الجل : 
(نقسم طرك المعادلة على  )3‏ 241 - 322 ج 0 - 24 3122 .٠‏ 


بز8 ع شير 


١ 171537751117711‏ 7غ ةاطة 1 اال 





بالمقارنة مع المعادلة القياسية ‏ 41 - 22 
8 
البؤرة (0,2)/ ع ([0,2) 1 
معادلة الدليل 2- -(37 ج (,- -ح وو 
مثال : جد البؤرة والدليل للقطع المكافئ + 1/2 - 162 - 33:2 
الجل : 
2 -ح برو + 2و3 
نقسم على  )4(‏ «16 - 4172 
< 4 - كبر 
4 2 
2-1 مر ج44 4 جه 4 - فق 
البؤرة هي (0 , 1) / ومعادلة الدليل 1- - 1 
مثال : اذا كانت 0 - 277 - 225 تمثل معادلة قطع مكافئ بؤرته (1 , 0) فجد قيمة 712) . 
الحل : البؤرة (1 , 0) صادية موجية فتكون معادلة القطع هي : 737[ .4 - 22 
ب[ 4 ح غير جح 1 - رن 
1 4 ح ذير 
21 ح شير 
2 دع ج 4 - ]21 
مثال ؛ جد قيمة © من معادلة القطع المكافئ © - 2172 رأسه نقطة الاصل ويمر دليله بالنقطة (3, 6-). 


الجل : 
55 1 
معادنة قطع مكافئ بؤرته تققع على محور السينات 031 - 2 ج يده - ف 
6 - 7 معادئة الدليل 6- - 2 جح الدليل يمر بالنقطة (6,3-) :. 
م4 - كبر 
-ح نر 
6 - م ج رم - 0 ج 4 - 41 
متساويان 
ملا حظات : 


1) اذا كان القطع المكافئ يمر بالنقطتين (21,171) , (171--,31) فالبؤرة سينية . 
2) اذا كان القطع المكافئ يمر بالنقطتين (21,171) , (11,171-) فالبؤرة صادية . 


متساويان 
واجب : اذا كانت 0 ح 2ع[ 4 - 775[ تمثل معادلة قطع مكافئ بؤرته (0 , 2-) فجد قيمة 72) . 
واجب : جد معادئة القطع المكافئ الذي يمر بالنقطتين (2,1) , (2,1-) والرأس 4 نقطة الاصل . 
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حل تمارين (1 - >) 
س 1/ جد المعادلة للقطع المكافىّ 2 كل مما يأتي ثم أرسم المنحني البياني لها : 
أ) البؤرة (0 , 5) والرأس نقطة اللاصل 
الحل : البؤرة (0 , 5) سينية موجبة (الفتحة نحو اليمين) : 
معادئةالدليل 5- دخ ج 5 - 17 


2 د و تحت عند 11 





ب) البؤرة (4-, 0) والرأس 4 نقطة الاصل 

الحل : البؤرة (4- , 0) صادية سالبة (الفتحة نحو الاسفل) 

/ معادلةالدليل ‏ 4 -(77 جح 4 ح رر 
1167 - شير جه بو(4)4- ح ير ج رون4- 





ج) البؤرة (1/2, 0) والرأس نقنطة اللاصل 
الحل : البؤرة (1/2 , 0) صادية موجبة (الفتحة نحو الأعلى) : 


معادلة الدليل ‏ 2/- -</7ز ج 17/2 - 1 
1 4.1/2 - 2ير ج بوور4 - 





د) معادلة دليل القطع المكافئ 0) - 3 - 47 والرأس 4 نقطة اللاصل 
الجل : 


معادلة الدليل ‏ 2 ح برج 3 - بر4 ج 0 - 3 - بر4 
وّرة 2 م 5 ج رو - 
البورة 4 1 مم ح- لو 


115377511177115 > 177 ةط 1 اال 





نلاحظ بأن البؤرة صادية سالبة (الفتحة نحو الاسفل) : 





س2/ لي كل مما يأتي جد البؤرة والرأس ومعادئتي المحور والدليل والقطع المكافى : 


بد4 - 22 (1 
الجل : 
الفتحة نحوالاعلى ‏ (0 -4)7 - 2-0(5) 
10 - نم4 - 4(« - مه 
1 مج 4 -ع م4, 0 ع دع/ ب 0 ع-عمم/ 
البؤرة ([(0,1) ل ع (0,2) / 
الرأس (0, 0) 17 ع (ع] , 72) 177 
معادئة الدليل ‏ 1- -ت7 معادلة المحور () - 7 
0 - 1672 +22 (2 
الجل : 
ا 1 2 1 --2 2 
الفتحة نحو اليسار (0 -#6) ح - (0 - مم 5---- ,د جح عع2- ع 16174 
زط عو م4- - كن - بن 
يله 2-0-6 4 0 دعا 0 مم 
7 حي ور سين د واسن ا ا 006 


1 
البؤرة [ه, 3 -) م ره,م)م 


1 
معادلة الدليل ند - 2 معادلة المحور 0 ح- رو 
س 3/ جد معادلة الققطع المكافئئ الذي يمر بالنقطتين (5- , 2) :» (5 , 2) والرأس 4 نقطة الاصل . 
الحل : نلااحظ بأن الاحداثي السيني 4 النقطتين متساويين وموجيين فتكون المعادلة (سينية موجبة) : 
النقطتان تتحققان المعادلة ‏ 42 ح 2بر 


25 
ح - م د مق - 25 + (2) م4 - 25 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل ا 07707105007« 





25 2 
المعادلة هي 2 - كبر د م )4 - كر 
س4/ اذا كان دليل القطع المكافىّ يمر بالنقطة (4 , 3-) والرأس 4 نقطة الاصل جد معادلة القطع المكافئىّ 
علما أن بؤرته تنتمي لأحد المحورين . 


الحل : البؤرة تنتمي لأحد المحورين اي أن هنالك أحتمالان : 


معادلة الدليل 35 ع (7 هج 3- ح نر :. معادلة الدليل 4 - م ج 4 -ح بر 


4 - 1 - 111 5-5 1 0 447- | م2 - 7 - | 





- 2#رو ج بر16- -ث2, جه 

س5/ قطع مكافئ معادلته 0 ح 87 + 475 ويمر بالنقطة (2 , 1) جد قيمة 4 ثم جد بؤرته ودليله ثم 

ارسم القطع . 
الجل : 

(2 ,1) تنتمي للقطع المكافى فهي تتحقق معادلته 

16 ح 4 هج 0 ح (8)2 + 4)1(5 

و8 - ح 2ير 16- ج 0 ح برق + 22 16- 

1 

0ج 

- 7 


2 





نلاحظ بأن البؤرة صادية موجبة (الفتحة نحو الاعلى) 


1 1 7 
لداح- 2 + ح- 
7222278 


البؤرة (0,5) اج (0,7) 7 





س 6/ باستخدام التعريف جد معادلة القطع المكافى : 
-١‏ البؤرة (7,0) والرأس 4 نقطة الاصل : 
الحل : 
معادئلة الدليل 7- 7 لج 7 -1 


تعريف القطع المكافئ ()1// ح- '[|// 
بتربيع الطرفين 375 -0/7) + 7(5 + 2) لل ع 0(5 -7) + 22-7(5) ل 
11 4 0 ”11777/17071177 





جة ١‏ + متجحكد 


14 + 2 ) ع 0(5 رم + 7(4 -م) 
9 لم14 + أير - ذبر + 49 + :14 - شير 
142 -ح “بر + 142- 


معادلة القطع المكافن 





؟- معادئة الدليل 3/د - 7[ والرأس 4 نقطة الاصل 
3 برج مدر , 17/3 بر 


البؤرة (1/3-, 0) . ح (م- , 00م . 


تعريف القطع المكافئْ ()1] - '[1// 


بتربيع الطرفين "(0/3- 7) + 2 مل - (2+1/3) + 2( حمل 


4 
2 2 
(3/ - رر) - (17/3 + (و) + غير 
03 ا قلاحسس 3 +برز20/3 - تبر - 3+بر20/3 + تبرج تير 
17 ح ب:و21/3 + شير 


| 
معادلة القطع المكافئ |4./317- -ح شير 





أمثلة إضافية محلوئلة 
مثال : النقط (0 , 0) ,(6- , 4) ,(6- , 12-) تنتمي للقطع المكافئْ © + 8 + 022 -ح 7[ جد احداثي البؤرة 
ومعادلة الدليل والرأس والبعد البؤري . 
الحل : " النقطة (0, 0) 3 للقطع المكافئْ لذا فهي تحقق معادلته ‏ © + ع8 + 62م ح رز 
0 دم جم ب 0 + 0 -0 


'' النقطة (6- , 4) 3 لاقطع المكافئ لذا فهي تحقق معادلته 
(1)...... 3- - 2 +84 جح 2 + [0+ط4 +166 - 6- 


'' النقطة (6--,12-) 3 لاقطع المكافئ لذا فهي تحقق معادلته 
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حمهههه ١‏ مسصحد 


.....1- -ط2 - 240 ج- 6 ج |0 +121 -- 1440 - 6- 
نحل المعادلتين حلا آنيا فنحصل على : 


1 
1 --مز جه 2 -2 ج 3 -[2 + 1- جح -م2 +( )و 
معادلة القطع المكافئن ‏ /ز8- - 2ر8 + 22 جح برق 2ر- ح رور8 جه وا ابوك ح روا 
55 ' 503 د 2 8-2 
باضافة (16) الى طرك معادئة القطع المكافىْ حتى تكون حدود (2) بشكل مريع كامل 16 - “(4) - 0 


(2 -80- ع *(4 + ع) جح 16 + بر8- - 45 + ع) جح 16 + بر8- ح 16 + برق + دير 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية للقطع المكافئ 71 - (()م4- ح 7820(5 - #2) نحصل على 


الرأس ‏ (4,2-)17 - (1, )!ا لل 2 -ع , 4- - ع 
البؤرة (0, .4-)مر ع (2 + 2- , 4-) رع د نل] + م- ‏ )م ج 2 دمر جح 8- ح رر4- .. 


معادئة المحور 4 دع« جح (ز عدن .. 
معادلة الدليل 4 -ح 37 2 2 + 2 - /ز جح ع[ + م -ح- ( .١:‏ 
8 - (4)2 ع 4 ح البعد البؤري "٠‏ 
متال : جد معادلة القطع المكافى الذي رأسه نقطة الاصل ويحقق الشروط التالية : 
)١‏ بؤدته (5,0) 
الحل ٠:‏ البؤرة تنتمي احور السينات 0215 - 2 -> معادئة القطع المكافئْ هي 417 - 12[ 
0 < دلا 202 ع #بر ج م«ن(4)5 - #بر .. 5 - م ج (0, 5) - (0, م) 
؟) بورته (0,3) 
الحل : " البؤرة تنتمي بمحور الصادات 0215 - 17 -> معادئة القطع المكافىْ هي 411 - 22 


0 < بولا 12 ح شم ج «(4)3 - ثر .. 3 ح م ج (0,3) ح (م, 0) 
*') معادلة دليله 0 - 6 - 23 


الجل : 
البؤرة (3-,0)م/ 2ه 3- - رر 3- برج 6 - ررزة ج 0 ع 6 - 21 .١‏ 


0 م2‎ _- ٠-7 
معادئة القطع المكافئن 1237 - 22 جح :و(3-)4- -ح شير‎ 


117153775111771 2 17 ةلال 





4 مؤركه كنامي يحور اللصادات وكمر بالتقخطة ( 10/22 
الحل : " البؤرة تنتمي محور الصادات 0715 - 7[ -> معادلة القطع المكافئْ هي 471 - 2 
النقطة (2, 1/2) تنتمي للقطع فهي تحقق معادلته 
1 دمج ن2 -2 جه به - “(2/) 
معادلة القطع المكافئ 43 - 6 ج :ز(4)1 - ير ج برور4 - 2ع ٠‏ 
0) يمر بالنقطتين (1/5- , 1) ,([21/5 , 1) جد معادلته ومعادلة دليله . 
الحل : '' النقطتين متناظرتان حول محور السينات (لأن قيمة 2 ثابتة لم تتغير) معادلته هي 411 - 2[ 
“. نعوض أحدى النقطتين لأنه يمر بها 
معادلة الدليل 5- دج حل 5 ح مر جح رر4 - 20 جح (1) 40 - 217/5(2 ) 
معادئة القطع المكافى ‏ «20 ح 2بز ج «(4)5 ح برو4 - أرر .. 
5) بورته تنتمي ]حور السينات ودليله يمر بالنقطة (4- , 2) 
الحل : " البؤرة تنتمي محور السينات فإن معادئة القطع المكافئْ هي «47- - 2( 
'' دليله يمر بالنقطة (4- , 2) لذا فإن 2 - 272 هي معادلة القطع الدليل لأن الدليل يقطع 
الاحداثي السيني 2 - - 17 
معادلة القطع المكافئن 87# -ح 1/2 ج-(2-)4- ح أبر ج وم4- - بر ج 2- - در 
)١٠‏ رأسه نقطة الاصل وبؤرته مركز الدائرة التي معادلتها 0 -1 + برر4 - 12 + 22 


يحل , مركو امدائرة - | تطاف] , [سطيتنا  )‏ (لشجكت, ) - (0,2) - البؤرة 


2 2 1 
:. 2 - 7 والبؤرة تنتمي احور الصادات ومعادئة القطع المكافئْ هي 471 - 1:2 
معادلة القطع المكافئ ‏ 817 - 22 جح ((4)2 - بر ج روم4 - ير 
6) دليله يوازي المحور الصادي ومعادئة محوره 0 - 7 ويمر بالنقطة (1 , 2-) 
الحل : "“ الدليل يوازي المحور الصادي ويمر بالنقطة (1 , 2-) 
“. الدليل يقطع الاحداثي السيني السالب والبؤرة تع على الاحداثي السيني الموجب 
“. معادلة القطع المكافئ هي 471 - 42[ 
'' القطع يمر بالنقطة (1 , 2-) لذا فهي تحققه 
1-0 


0 9 م8- - 1 ج (2-)م4 - 1(4) ج ررر4 - رز .. 


معادنة القطع المكافئْ و 2 جح و4 - 2 .. 
4) يقطع من المستقيم 4 - 32 قطعة طوئلها (10) وحدات 
الحل : 
رأسي القطع المكافئ (5- , 5()4, 4) ج 5 ح بر جح 10 -ح :2 :. 


“” التناظر حول محور السينات -> معادئة القطع المكافئ 41 - 775 والنقطة (5 , 4) تحققه 
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2 ري 2 - 25 ج (4)ج4 - 5(5) جح عررر4 - 4رر 





و( - تبرج برة)4 - تبر ج بوره - 2بر 


مثال : جد معادلة القطع المكافى الذي رأسه نقطة الاصل ويحقق الشروط التالية : 


لت 
-١‏ بؤرته الصيغة الديكارتية للعدد ع 


2-8 
الجل : 





060 2-ئ8-4+4- 2-83 4+2820- 
الصيغة الديكارتية (2/70-) جل م 0 ل ل 
1- - 


2- ح م ج البؤرة (0, 2) - (2,0-) .. 
معادلة القطع المكافئن 81- - 2ب جح «(2-)4 ح برم4 - 2ن ... 





؟"- بؤرته تنتمي لأحد المحورين ودليله يمر بالنقطة (4 , 3) 
الحل : ' الدليل يمر بالنقطة (4 , 3) ولم يحدد لأي المحورين يوازي -> يوجد دليلان 4 - م, 3 - 7 
“. يوجد بؤرتان الثانية (4- , 0) الأولى (0 , 3-) مما يعني قطعان مكافئان 
معادنة القطع المكافى الأول 121- - 1/2 جح «(3) 4- ح عرو 4- 
معادئة القطع المكافى الثاني 16[37- - 22 ج (ز(4) 4- ح ررو4- 
*- يمر برؤوس المثلث 2486/ حيث (311, 2) © ,(4 , 2-) 8 ,(0 , 4)0 ثم أوجد قيمة 111 . 
الحل : ' النقطة (772, 2) تفع أما 4 الربع الأول أو الرابع 
النقطة (372, 2) 3 للربع الأول لكي يتحقنق القنطع : لأنه لو كانت د الربع الرابع أصبح خطا مستقيما 
البؤرة تقع على المحور الصادي والقانون 4101 - 2 
القطع يمر بالنقطة (4 , 2-) فهي تحققه 


ب" بم 
|1 || 


1 1 4 
برد توج بر[ ) 4 - برره - تر جب مي ع - م ج م 16 - 4 ج (4)م4 - (2-) * 


'' النقطة (772, 2) تقع على القطع لذا فهي تحقق معادئة القطع 
4 ح ور جح وبر - 2(5) .. 
؛- رأسه نقطة ,الاصل ومغادئة دئيله 0 2 17/3 + 237 
1/3 3 
2 7 د م ح بر جد 3 بو2 ججح 0 - 177/3 + :و2 
معادلة القطع المكافئ 21/317 - يجت )4 - رمه - مي + 


مثال : أثبت أن طول الوتر العمود على محور القطع المكا ذء عند البؤرة يساوي 417 . 


الحل : 
م - 2م4ل. - 5(م2) ل - 74[ - رو) + 2(م + م) ل. - الا 


م2 - الم ج ]لق ح جزلا 
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بما ان القطع المكاأء متناظر حول محور التناظر (السيني أو الصادي) فإن 47 - 7ل! جح 12 ح "| لا[ 





س /١‏ اذا كان دليل القنطع المكافئ يمر بالنقطة (5 , 2-) والرأس 4 نقطة الأصل فجد معادلته علما ان بؤرته تنتمي 


الأحد المحورين . 
س”/ 4 كل مما يأتي جد معادئة القطع المكافىّ الذي : 


. بؤرته (7,0-) والرأس 24 نقطة الاصل‎ .١ 


؟". معادلة الدليل له ) - 3 --232 والرأس 4 نقطة الأصل . 
". بؤرته تنتمي لحور السينات ويمر بالنقطة (6 , 3) والرأس 4 نقطة الاصل . 
؛. بؤرته تنتمي لحور السينات ودليله يمر بالنقطة (5 , 4-) والرأس 4 نقطة الأصل . 


ه. معادلة الدليل له 0 - 1/3 + 217 والرأس 4 نقطة الأصل . 


واجبات 


س"/ باستخدام التعريف جد معادئة القطع المكافىّ الذي : 


1) بؤرته (0 , 4) والرأس 4 نقطة الأصل . 


2) معادلة الدئيل 0 - 5 - 7 والرأس 4 نقطة الأصل . 


0-١69 


جم 2١‏ متجعحكد 


القطع الناقص ©11105"! 
القطع الناقص : هو مجموعة من النقط ل المستوي التي يكون مجموع بعديها عن نقطتين ثابتتين تسميان (البؤرتان) 
تساوي عدداثابتا تساوي (20) 
0 - وكام + ]ممم .. 


البؤرتان على المحور السيني والمركز نقطة الاصل (0 , 0) 0 
2 2 





و 4 
527 27م 
حيث أن (ط < ©) , (© < 4) 
4 البؤرتان على المحور الصادي والمركز نقطة الااصل (0 , 0) 0 
(© ,0) وكا 1 2 
1 - 0 م 12 





اذا وقع المحور الكبيرعن محور السينات فإن البؤرتان والرأسان هما على محور السينات . 
جدول يبين مفردات القطع الناقفص ل الحالتين 


(0 ,ع) ]1 (0 ,©) ,مآ (0,7) 2002 
(0ع-)ي# | (0يه-) يلا | (ط-,0) | + 2م 27م 


7 (00 0) 1 (00 2) 


107 (0- ,0) جا 





خواص القطع الناقص : 
1 ©, < © حيثان (0 < »,5 , 0) 
62 عمرط< .© 6 + 8ق - كعم »© 4فؤ- كن د تح 


3) طول ال محور الكبير - 720 (العدد الثابت) 
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4) طول ال محور الصغير - 21 


5) المسافة بين البؤرتين - 20 (البعد البؤري) 
6) مساحة القطع الناقص : (وحدة مربعة 051 - /) 


1+ 02 
2 عم) 


ل 
الاختلاف المركزي :(1 > © > 0) , 1 ب د ماي ان 54 - 02/ة دح 


8( 
20 
9) النسبة بين طولي محوريه - ,, 
1) 





1 5-5 62 _ 8 
7) محيط القطع الناقص : 0 كه ج72 .حنيث 


28 
0) اذا مر القطع بنقطة أحد احداثياتها صفر فالا حداثشي الثاني هو أما (0) أو (6) والاكبر هو ([0) والاصغر هو (5) . 
ملا حظات : 
٠ 9 1‏ لي 2 31 0 ع ء«همى هه ى 35 5 35 اخ هه 1 آ- حي 2 
) اذا كان مقام ال (27) أكبر فالبؤرتان سينيتان وتكون المعادلة القياسية ل 
٠ ٠ 2‏ اي 2 7 0 ع ء«همى 6ه ى 35 5 35 عه هه 1 0 0 ين 
) اذا كان مقام ال (77[) أكبر فالبؤرتان صاديتان وتكون المعادلة القياسية 000 


3) الطرف الايمن 2 معادلة القطع الناقص دائما - 1 . 

4) كل نقطة تنتمي الى القطع الناقص تحقق معادلة القطع . 

مثال : باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (1])2,0 , (2,0-) 72 والعدد الثابت (6) . 
الحل ؛ 1 


القطع الناقص © (17,«) 72 

( حسب التعريض) 20 - ر7 2 + ,27 .: 

6 - 0(2 - 7ن + 2(2 + مل + 0(2 - بن + 2(2 - مل 
(بتربيع الطرفين) ‏ 2ب + 2(2 + 6)/. - 6 - 2ير + 2(2 - بول 
#ر + + مره + 2+ دير + 2(2 + 6 أ 12 - 36 - ثر + 4 + بره - قر 


4 + [ع8 + 36 ع 2بز + 2(5 + 2) /نء 12] 






( بتربيع الطرفين) 2 + و ح 2و + 2(2 + عر) ل 3 
4 + :36 + 81 ع ( 2جرز + بك + ع4 + 2ع) 9 
42 + :36 + 81 ح 2ررو + 36 + :و36 + 2رو 
5 + [ 45 -ح 2ر9 + 2ير5 


واه 


2 
04 
معادلة القطع الناة [1  -‏ 
دله القطع النافص 5 ص 


القطع الناقص 


كمية ثابتة باستخدام قانون 20 - 7/12 + 711 


انتبه الجذر لا يرفع كاملا 
النقطة وبورته الثانية 





مثال  :‏ كل مما يأتي جد طول كل من المحورين وإحداثيات كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي 
2و تير 
حاية بريه 
16 25 
4 
ح 2و3 + 422 (2 


1١ 1 


1 + 2-3 

(5,0-)ر!, (5,0)رلا] .. جه 5 - هج جه 25 -2م 

4 - م جه 16 -2 

3 دم ج 25-16-9 دعم جه 4زم - ثم عدم 
البؤرتان (3,0-)رط, (003,0م .. 

طول ال محور الكبير ‏ 10 - 20 2 5 -0 .. 


طول ال محور الصغير ‏ 8 - 28 + 4 ع ( .. 





3 © 
الاختلاف المركزي 1 > 2 - 2 - ج 
5 - تررق + 422 (2 
3 4 
2 -ح 2و3 + 42 
2 2 2 2 3 0 م و 
1 2 0 2 0917 1225 
2-1+--1- ج1552 34 4 
9 3 9و 12 
1 3-0 1 0 2 
ا 5:5 1 حل | دح غم 
1/3 3 9 
1 1 4-3 1 
ذه ا اا م ا ا 
3 2 9 2 3 2 : 0 ع كم 
طون ال محور الكبير د - (ةّ) 2 - 26 
٠‏ 1 
' ا طول ال محور الصغير - [وب) 2 - مه 
حره) يك , (0,2)ك , اسن (لج,0)ء” , (0)0,2/ 


1 
اا . 1 3 1 ل 
الاختلاف المركري تت ص وب 0 
3 





مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (3,0-) 122 , (2)3,0! ورأساه (0 ,5-)12, (171)5,0 ومركزه 
نقطة اللاصل . 
الحل : .. البؤرتان والرأسان يقعان على المحور السيني فإن معادلة القطع الناقص 
2 
ك2 | 
1 872 50 
5 - 2م جه 5 عدم وحم جه 3 دم 


4 دمع .. 25-916 -2ن ج 2م 25 -9 ج 2م كم دك 


2 2 


و 4 


1 - د اكتتتكة ان 
16 25 


مثال : جد طول كل من المحورين وإحداثي كل من البؤرتين والرأسين والاختلاف المركزي والمحيط والمساحة لمعادلة 
القطع الناقص 400 - 2572 + 16215 
الجل : 


2 2 
اد 7 الاك 0 + [400 ح 25:2 + 16225 
16 25 
(طول المحور الكبير) 0 - 20 هه 1-5و هج 25 ح 24و 
(طول ال محور الصغير) 8 - 2 جه 4 عدم جه 16 - 2م 
3 -- مج 9- 25-16 -ح 4( 6م عد كع 
البورتان (3,0-) ,]1 ر (3,0) ]1 
الرأسان ‏ (5,0-)1/)5,0(,12آ 
3 ّ 
الاختلاف المركرىي 0 | جد -د م 
5 6 
وحدة مريعة 20172 -ح 5()4(1#) -ح 011 - 


3 _ 16 0 كا 1 0 0 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل وينطبق محوراه على المحورين اللاحداثيين ويقطع من محور 
السينات جزءا طوله (8١‏ وحدات ومن محور الصادات جزءا طوله (12) وحدة ثم جد المسافة بين بورتيه ومساحهة 





منطفته ومحيطه وأختلافه المركري . 
الحل : ما يقطعه من الصادات أكبر مما يقطعه من السينات فالبؤرتان صاديتان 
2و 2ي 
ا 
6 - 2م جد 6 حدم هج 12 -20 


66 72 جد 4 دم جد 2-8 
1 212 
[ معادنة القطع ) 0 
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5 جع جه 20 - 16 -36 -2ق- 2ن د قح 


[ المسافة بين البؤرتين) 5/حة - 26 








المساحة وحدة مريعة 247 - 051 - م 
المحيط 277/26 - غك جد - كنيعةا 217 تفستد 27 دم 
115 20/5 ©ح 
الاختلاف الملركزي الاح دسل دق 
> 3 6 0 


ملاحظة : نقناط تقاطع القطع مع المحورين (0 , 7) , (77 , 0) تمثل الرؤوس والاقطاب والأبعد الى المركز هو الرأس. 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الأصل ويمر بالنقطتين (0 , 4-) ,(3 , 0) ثم جد 
مساحته ومحيطه . 

الحل : 


2 2 
1 2 ب | .. وعدم , 4-ع 
9 16 


وحدة مريعة 12172 ع 4()3(1) - 081 - 41 





16 + 9 25 
- 2 


كا 2 


1 5 5 ١ 
, 0 مثال : جد معادئة القطع الناقص إحدى بؤرتيه (0 , 4) وإختلافه المركزي‎ 


- 








2 5 
الحل : البؤرة سينية فالمعادلة هي |1 - 2 + 2 
6 -2م جد 4 داعم 
1 2 
64 -ح 2ن ج 8 دن جه 20 حدن جد اعد حدم 
2 0 
09ظ 2 ا 2 داعس :2 2 2م 2 
معادلة القطع الناقص 1 9 8 -ح 16 -64 - ”( جد ”م - كن ع د( 
متال : جد معادلة القطع الناقص إحدى بؤرتيه (3- , 0) والنسبة بين طولي محوريه 86 
2 2 
الحل ٠‏ البؤرة صادية فالمعادلة هي 
9 - 2ع ج 37 حدم 
40 4 22 4< طون المحور الصغير 
5 5 026 7 طول المحورالكبير 
1 4 
9 ل (2) - ته + 2ع عل 2ع دن 
“160 


2آ'“*> 2 حاب 2 
5 [ 9 26 0 


5 - 1605 -2502 
5 - 0]| جه 25 -2م جد 225 -ح 012 
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22577000 121 2 45 ا 
بد اهو سف [1- 5 +5 0 16د ب 94 دن 


مثال ؛: لتكن 36 ع 4172 + 22ع/ معادلة قطع ناقص مركزه نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه (0 , 0/3) جد قيمة (1). 
الحل : نقسم طرغ المعادلة على (36) وزاري 7١١8‏ / دا 
2 2 2 2 

١ك‏ ا 19 5 0ك لهف 19 هد 

هي ' 36 6 7 36 


1 
البؤرة سينية معادلة القطع : 


0 ير 
0م 
36 
3 حدم 5 9 -2ر 5 - ثم + 
6 5 لاا ك 2 ظلك 5 لت 5 ك5 الك كا 
2012 01 001 00# 0 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه 4 نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات والمسافة بين البؤرتين (6) 
وحدات ؛ والفرق بين طولي المحورين يساوي (2) وحدة . 
الحل : 3 -0© ج6 -260 
الفرق بين طوثي ال محورين 2 - 28 - 20 ( بالقسمة على 2) ->» 1 - 7 - 0 > 1 + 7 ح 0 (نبدأً بتعويض عن 0) 
“ع + 5م - كم 
5+9 -ح 1(5 + ط) 
4 - 5 ج 8 - 25 + 1 -9 - 25 + 9 - 1 + 28 ج 9 + 52 - 1 + 27 + 02 
1[ +4-<ه0ه 2-16 


1 م 
© هو يي سه 2 سمه 
١‏ حت للد لا اد - إص- - 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى بؤرتيه بؤورة القطع المكافئَ 0 - 127 - 12 
وطول محوره الصغير يساوي (10) وحدات . 


الجل : 
من القطع المكافئ : 
ةر 
دم4 - كبر 
البؤرة  .)3,0(‏ 3 - م7 ج 12 - 41 
من القطع الناقص : 


وق احور الصكين 5 -2م ج 5 دم جح 10 - 21 


وح ثم جد 3 دح ج اليؤرتان (3,0-)رط ,(2)3,0/ 
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مة ١‏ 2 متجعحكد 


4 - 2ن ج 9 + 25 ح 2ن جه ثم ب كو ح- ذو 
2 اهم اه الك د دك الت 
معادلة القطع الناقص |1 + 1 02 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحد رأسيه هو بورة القطع المكافىّ الذي معادلته 


د 5 ل , 0010 
-ح 7[ والنسبة بين طول محوره الصغير والبعد بين البؤرتين ‏ . 


الحل : 

القطع المكافىٌ : 

دم4 - كبر 

0 -ح شيو 

(5,0) لاج 5 دم حت 20 - 41 
القطع الناقص : 

5 - 4 ج (5,0-)ءرآا , (5,0)آآ 

0 3 4 م 4 22 

5-5 م 2 2 0 

“ع + 5م ح- كم 


6« لاك" 2 - 25] 
16 


7 -ح 400 ج 94 + 16855 - 400 
2 2 
1 -2 ب بج 4 حم بج 16 -2[ 
6 25 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحد بؤرتيه (4 , 0) ومجموع مربعي طوئلي محوريه 136 . 


الجل : 
6 - 2(5) + 22(5) 


4 ب [ 136 -2[ 4 + 2ن 4] 

(1) ل 34-855 ح كم ج 34 - 4( + ثم 

16 2م | اج 4 دعم 

4 - 16 - *254- ج 16 + 55 - 4م -34 جه ثم + 2( - ثم 


و-2 - 2م ب 18- - 202- 


معادلة القطع الناة اح لات ود دين د د وود توه 9ح هونن 
ين 55 2( و 2 20م 


مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرته نقطتان على محور السينات واحد بؤرتيه تبعد عن 
الرأسين بالعددين 7 , 3. 
الجل : 
3 + 20-7 
(5,0-)12 ,(1)5,0آ1 5ج تت 10 -20 
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(2,0-)وط ,(2,0)آ 2 حم ج44 - ثم جح 2 دع جح 4 - 3 -7 -26 
21 -5م ج 4 25 - 5م +4 5م - 25 جد ثم ب 2م ح- كو 


2 2 2 
تو شر 12 2 
بج عد عل حل 1 - 2ن ١‏ دن 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات ويمر بالنقطتين 


. 3,55 )2,2( 


0 2 
الحل : لان البؤرة تفع على محور السينات 1 00500 بتعويض النقطة (2 , 2) #2 المعادئة العامة : 
212 
( 7ط كه »ع 4 4 
(01---2-.......... 6284 -412 + 452 هت 1 -- ب - 
0 0 


726 ْ 50000 
بتعويض النقطة ( , , 3) 2 المعادلة العامة 


..)2( 





10 
0 جح 0-0 ع 2 


2 )4 »0 
نعوض لي معادلة (1) 282 -2م ج- 2222 - 2ن ب 202 - 2 جت | 2م5 - كك 


12 
6 - 5م ج 24 - 125 جح 24 - 855 + 44 ج *2525(55) ع (4)282 + 42 


2 2 
500000 الل اهارا 39 لكف 2 2 
معادئة القطع الناقص |1 لامرك 0 ج (6) 2 - 2ه 


ملاحظة عن السؤال التالي : القطع يمر ذش النقطة (0 , 3) هذه النقطة تفع على احد ال محاور الاحداثية حيث النقطة 
(0 , 3) تقنع على المحور الاحداثي السيني لذلك هذه النقطة تمثل اما رأس القطع او القطب » لذلك يجب ان ننتبه الى 
الملاحظة وهي يجب ان تكون © < 0 , 2 < 2 . فمعادلة القطع المكافىّ معلومة (نستخرج أولا البؤرة للقطع المكافىّ 
وستكون بؤوّرة للقطع الناقص) . 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقنطة الاصل واحد بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئْ 0 -ح 8 + 2[ 
ويمر بالنقطة (0 , 3) . 
الحل : 
القطع المكافىّ : 
2- ح كل 
7 - 


ع 
|| 


171537751117711 7 177 ةا 1 ال 


م ١‏ 2 متجعكد 


القطع الناقص : 
(2,0-)72 , (70)2,0 , (3,0-)وآ1 , (17703,0 


+ 25م - كم 


2 2 
معادلة القطع الناقص |1 - 22 + 22 5 - :2 ج 4 -9 - 2 جه 4 + 2م - و 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتيه بؤرة القطع المكافئن 0 - 167 - 212 ويمر 
بالنقطة (5- , 0) . 
الجل : 
القطع المكافئ : 
2 + [0 -+16 - 2بو2] 
82 ح أربو 
(2,0)ماج 2 د ورج 8 ح ويه ج و4 - نبو 
القطع الناقص : لان النقطة تع على غير محور البؤرة 4 القطع الناقص ذهي تمثل القطبين 
5 -4م ج 5 دم ح القطبين هما (5(,)0,5-,0) 
2-4 جه 2 دع ج (2,0-),75 , (5,)2,0 
+ 2( ح- كم 


2 2 


4 


<تلط+ ]| جه 29 -2جم جح 4 + 25 -2 
26 7 و2 01 4 01 


معادئلة القطع الناقص |1 - 
مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وامار ببؤّرة القطع المكافئن 0 - 1217 + 22 والبعد بين 
بؤرتيه يساوي 6 وحدة طول . 
الكل + 

القطع المكافى ؛ 
7و12- -ح شير 


12 
(3-,0)م , 3 0 دام جح 12- - «و4- ج بزو4- ح- 2ير 


القطع الناقص : 


9 -2م جح 3 دم جح 6 ع2 


نلاحظ ان قيمة 3 ح © ولا يجوز ان تكون بدل قيمة 0 لان 0 اكبر من © لذلك تعتبر (3- , 0) هي 2 : 
28م ج 9+ 9- 2م ج م + 2( - غم 

2و 22 2و 2ير 

22 


معادئة القطع الناة اعحدنحتد )| و2[ د جدياد 
3 القطع ا قص 9 18 02 1 


171537751117151 7 1117ل 





مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بنقطتي تقاطع المستقيم 8 -ع 37 - 23 مع المحورين 
اللاحداثيين . 
الحل : اذا مر القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل بنقطتي تقعان 2 ربعين متجاورين فان الرأس يمثل النقطة ذات 
المطلق الاكبر (أي يجرد العدد من الاشارة) والقطب يمثل النقطة ذات المطلق الاصغر . 

اذا كانت 0 ع رو 


(4,0) جد 4 دع ج 8 - ع2 ج 8 ع (0) - 21 
اذا كانت 0 - 72 

(0,8) ج 8 ح بورج 8 ح بر - (2)0 

66 -55 + 4 -( , 64 - 4م ج 8 -ع 
و 22 2و 2ير 


معادلة القطع الناقص 1 مم 16 جه 1 - يم 2ن 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بنقطة تقاطع المستقيم 12 ع 337 + 23 مع محور السينات حيث مساحة 
المنطقة لهذا القطع 241 . 
الحل : 
(6,0) ج 6 -ح ع ج 12 دع2 ج 12 ع (3)0 +22 ج 12 - :و3 + 212 
'' المستقيم قطع الاحداثي السيني 4 النقطة (0 ,6) 
6 - 2ه ج 6 ح هع , (6,0-),2آ1آ1 (106,0آآ 
دن ج 651 ح 241 , :081 ح 4ل 


2-6( جد 4 - م ج الاقطاب 6 ب0) , (0,4) 


سي سو مض [1-]1 0د 2-1 
2 


مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل واحدى 00 القطع المكافئْ 24.37- ع ”نر 
ويمس دليل القطع المكافئ 0 - 162 + 2( 
الحل : 
القطع المكافى : 
24- ح فير 
(6-,0)يم جه 32-6 - م ج 24 - م4 ج برم4- -ح فير 
دليل القطع المكافى : 
41- ح كبر 


16 5 
4 - سر - م جح 160 - 47 د 17- 0 


(0 ,4) تنتمي للقطع الناقص 
66 72 ج 4 -ح [ز[ 
البورتان (0,6)ع_/, (6-,0) لآ 
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جة ١‏ 2 متجحكد 


معادئة القطع الناقص 2-1+ 52 - 16+36 -2م ب + 5[ ح كم 
ملاحظات لرسم القطع الناقص : 
.١‏ نعين (0, ©-) دلا , (0, ©)1. 
؟. نعين (ط-, 0) 142 , (5, 11)0/ 
“"'. تصل بين النقاط الاربعة 112 1/11 1/2 11 بالترتيب حتى يكون منحني متصل . 
:. نعين البؤرتين (0 , ©-) 2 , (0, ©6) )”1 


مراجعهة 
1. نرتب الحدودية 
2 نجعل معامل 22 , 3745 - 1 
3. نجعل الطرف الايمن - 1 
4. نقارن المعادلة مع المعادلة القياسية 
5. مجموع طوثتي ال محورين هو 218 + 20 
6. الغرق بين طوثي ال محورين هو 215 -20 
7. النسبة بين طولي المحورين 
* اذا كان البسط أكبر من المقام 2 


2 


ع 21 

*» اذا كان البسط اصغر من المقام 36 
«٠»‏ 0 

* اذا كان مقام 77 أكبر من مقام 77( البؤرتان تقعان على المحور السيني 7 فإن المعادلة 1 -22 2-7 


ءِِ 2 
* اذا كان مقام “7 أكبر من مقام 727 البؤرتان تقنعان على المحور الصادي 7[ فإن المعادلة ‏ 1 - 22 إل د 


حل نمارين )2 - 2 
س1/ عين كل من البؤرتين والرأسين والقطبين والمركز ثم جد طول ومعادئة كل من المحورين والاختلاف المركزي 
للقطوع الناقصة المبينة معادلتها 4 كل مما يأتي : 


الجل : 
2 2 2 2 
ا ل 00 62 
و نع سد ا اخ 
2 
1 0 1 1 2-1 
للش لشم داصح - 1 - 1 
0 2 14 
1 1 1 
لادج و د د - 1 ع ثح ج ذو - ذو د نع 
2 2 2 
00 0 1 1 
البؤرتان على محور السينات [2,0 )2 (9,0) .م 








الرأسان (1,0-) ج12 , (1,0)ا1 ع 

1 1 
القطبان رطرفا المحور الصغير) (ع- ,0) و1, (ع.0) 1 ١‏ 
طول ال محور الكبير 2 - (1) 2 ج 20 





. 0/202 _ 2 1 
طول المجور الصغير 2 - 72 - حٌ - (5) 2 + 2 


2 
ا 00 1/22 2 _ 1١‏ _ 
المسافة بين البورتين 2 ب 0/2 - حٌ - (28) 2 - ع2 


المركز (0, 0) , معادلة المحور الصغير 0 - 2 , معادلة المحور الكبير 0 - 7[ 





1 
2لا د2>- 


1 
1 >- - داح 
2 1 6 
7 - 72و13 + 4ر9 (م 
الحل : بالقسمة على 117 


2 
رب شير 
4 تج ةدبل حت 
9و 7 13 
3 5ج 9 -ثم |,) 1/13 - 2 جه 13 -2ع 


2 دمج 4 -9- 13 - ثم جه كو كعم دنع 
البوؤرتان على محور السينات (2,0-)2/, (11)2,0 9 


الرأسان (1/13,0-)وآا, (171)1/13,0 . 
القطبان (3-,22)0, (0,3)رم . 
طول المحور الكبير 73 - (13/) 2 + 206 
طول ال محور الصغير 6 - (2)3 ج 2 
المسافة بين البؤرتين 4 - (2) 2 -ع ©2 
المركز (0, 0) , معادلة المحور الصغير 0) - 72 , معادلة المحور الكبير 0 - 7[ 
2 9 
ا" 3-5 


3 


س2/ جد المعادلة القنياسية لاقطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل 4 كل مما يأتي ثم ارسمه : 
-١‏ البؤرتان هما النقطتان (0 , 5) و (0 , 5--) وطول محوره الكبيريساوي (12) وحد 
الجل : البورتان سيئيتان ومعادله القطع : 


5 ثم جه 5 دع 
6 -02 جه 6 دن جه 12 - 20 


١ 171537751117711‏ 17777 اط 1 اال 








3 بج فج جح قمع 


1 75 ج 2[ - 36 - 25 
ع4 ر 0 
معادلة القطع الناقص ) |1 - - + - 


11 36 
(0/11,0)وم 
؟- البؤرتان هما (22 , 0) ويتقاطع مع محور السينات عند .1+4 - 1 
الحل : البورتان صاديتان ومعادلة القطع : 
4 2و 22 
ل 


4 داح ج 2 دعم 

6 72 ج 4 ح رز 

تح + 4م ح- كم 

0 - 2ج ج 4 +16 - 2ن 


, و2 د هه 
معادلة القطع النافقص 00 007 


“- أحدى بؤرتيه تبعد عن نهايتي محوره الكبير بالعددين 1 , 5 وحدة على الترتيب 


الجل : 





4 9 - 2ج ج 3 دي ج 6 - 1 + 5 - 20 
4 2م جه 2 -م جه 4  1-‏ 5 -ع2 


ألث فر :0ه 5 -2-9-4م 2م -9 -4 


“. هناك حالتين لمعادلة القطع الناقص وهما : 
اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادئة القطع هي 


2 2 
2 
اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادئة القطع هي 1 - -- 0 


1 
4- الاختلاف المركزي يساوي ر وطول محوره الصغير (17) وحدة طولية 
الحل : لم يحدد موفع البورتين فنكتب معادلتين 





حم 


(ّْ ْ 2 2 
0 2 0 
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جم ١‏ + متجعحكد 


72-6 ج 6 دع جه 12 -2 :.. 

2 كشن 2م.. 

2 - 2م جه 36 -- 2م37 ج 36 -2ع4 دك 
8 ح-ح كم ج (4)12 - غفو 


2 2 
٠‏ > يي جه ««*لل هي > ٠>‏ 2 © هي “كت ا 2 
اذا كانت البورتان صاديتان فمعاد ل4 القطع هي 1 00 00 
2 2 
آي + يني 8 ©*) > ه «>*لم هي لي هه هو 1 ال : آآ- 
اذا كانت البوؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هي ا 


ه- المسافة بين يورتيه تساوي 8١‏ وحدات ونصف محوره الصغير يساوي )3 وحدات 
الحل : لم يحدد موفع البورتين 


6 -2م جه 4 دع جه 8 د26 
1 
9 - 5م ج 3 ح م جه 3 - (20) رج 


5 -2م6 ج 16 + 9 -ح 2ن جح ثم ب كو - كو 


دم 


د١‎ 


5 


مح 


اذا كانت البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع هي |1 - -- + 


]زه 


اذا كانت البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع هي |1 - 


بد | ده 
3 1ن 
53 

واه 


س 3/ باستخدام التعريف جد معادلة القطع الناقص اذا علم : 
-١‏ بؤرتاه النقطتان (22 , 0) ورأساه النقطتان (3+ , 0) » ومركزه نقطة الأصل 


الجل : 


حسب التعريف 0 ع ج71 + 011 

(202 - 205 + بن + 0(2 - )ل + 7-2(2 + 0(2 - ن) /, 
6 202 ع بق + برل + 7-2(2) + 2عزل, 

بتربيع الطرفين “[2(2 + 7) + 2ئز/,ء - 6 ح 07-2(2) + 1/1:2] 
تس قير 7 ري 2 7 2 - 36) ح (لك + روك - كبر + 2ن) 
نقسم على 4 ررق + 36 ع (2(45 + رم + 2يرل.12) 

بتربيع الطرفين بر2 + 9 - 2(2 + بن + 2برل.3 


و2 + 9) ع 202 + رم + 2ر9 










تررك + :و36 + 81 ع (ك4 + ررك + 2بر + 1:2) 9 
#ررو4 + :36 + 81 ع 36 + :و36 ل 2رز 9 ل 2ع 9 


2 _2 2 
1+ ذك- 05 - 537 عد جر 9 


24 المسافة بين البؤرتين (6) وحدة والعدد الثابت (10) والبؤرتان تقعان على محور السينات ومركزه‎ -١ 
. نقطة اللاصل‎ 
: الجل‎ 


البؤرتان (4+3/,0) جد 3 حدم جد 6-ع2 0. 
الرأسان (4+59,0) جد 5 - 4م <- 10 - 20 .٠:‏ 


حسب التعريف 0 ح ثم 86 ل أن 


(25 - 0(2 سم + 3(2 + علق + 0(2 ابم + 3(2 - على 


0 ح 2بو ل 3(5 ل عبرال + ةيو + 3(2 - 2) 
بتربيع الطرفين 172 + 3(5 + ال - 10 ح 2بر + 3(5 - 2) /ى 


2رو + 9 + يرم + 2ير + 2بر + 3(2 + 2) ل 20 - 100 ع 2يو + 9 + عرم - 2عر 


4+ 1 +12 +100 ح 2يو + 3(2 + مر)لن. 20] 


بتربيع الطرفين ع3 + 25 ع 2بز + 3(25 + 22) /.5 


:9 + 150 + 625 ع (2نز + 9 + عر6 + 25)21:2 
9 + 150 + 625 - 72و25 + 225 + 1507 + 251:2 
5 - 625 -ح 72و25 + 16225 


2 2 
معادئة القطع الناقص جح (400) + [400 - 2بو25 + 16225 


س4/ جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافىّ الذي معادلته 
0 - «8 + 772 علما بأن القطع الناقص يمر بالنقطة (1/3, 20/3) 
الحجل : القفطع المكافئ : 





2- ع كر 
البؤرة (2,0-) د 2 دمج 8 -ح م4- جح مو:4- - 24رر 
بؤرة القطع المكافئ (0 , 2-) 7 وهي تمثل احدى بؤرتي القطع الناقص (سينية) (0 , 2-) “1 
القطع الناقص : 
4 ح كلع جه 2 حم ,(2,0-) ر/ , (2,0),آ 
(2)1....... 4 + 5م دع غم جد م + 4ق ع كم 
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(1/3, 21/3) تنتمي للقطع الناقص ذهي تحقق معادلته : 








27/3(5) 1[1 م 
)2( 0 02 35 02 1 وز ١‏ دن 
3 12 


22 8 لهت 77 لسك 
(4 + “5 )“5 ا [ 1 2 7 4 2م 


(4 + 4)52م - 12 + 4م3 + 12824 

0 - 12 -4[2 + 2م15 -4م ج 42 + ثكم ح- 12 + 1582 

0 12 -4-112م 

)62-12()624+ 1( - 0 

نعوض 4# معادلة  )1(‏ 16 4 + 12 - 4م ج 12 - 82 *1ج([غ]]ه6 
ع 2 


معادلة القطع الناقص 1 -- ع ' تهمل 1- -72 01 


س5/ جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه على محور السينات ويمر بالنقطتين 


(6,2) ,(3,4). 
0 2 
الحل : البؤرتان سينيتان فمعادلة القطع الناقص هي 0-0 م 
ا ا 00 : 4 36 +2 ل 605 
(2 , 6) تنتمي للقطع الناقص فهي تحقق معادلته ٠‏ (0)1..... 1 - 2 + 2 جح 1 د ل د 
ل : 16 | 9 4 | 35 
(4 , 3) تنتمي للقطع الناقص فهي تحقق معادلته : )02 عل 1 2م 02 5-5-3 و 





نعوض قيمة 07 # المعادلة (1) 
4 9 4 36 4 4 36 


1 
2 1 89 لملممانطة اك سضه 2 7 مك د كك تنه 52 مت 
ل 20522 مر 27م دنر 72-1 1 7م 7 15 


0 
10 2 45 
س6)/ جد معادئة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه نقطتا تقاطع المنحني 16 - 37 - 2و + 22 
مع محور الصادات ويمس دليل القطع المكافى 1212 - 72[ . 
الحل : " المنحني 16 -3#2 2[ + 22 يقطع المحور الصادي فإن 0 - 2 
(4- , 0) ,(4, 0) ج 4+ ح بر جد 16 - 2بر +ج 16 ح (3)0 - 2بو + 0 
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وتمثلان بؤرتي القطع الناقص (فتكون معادلته صادية) ٠+‏ 1 - 
6 2م جه 4 دع 

لإيجاد معادلة الدليل للقطع المكافىّ : 
122 ح كبرو 
3 -- مه 12 -م4 ج م4 - كبر 
نقطة التماس (0 , 3-) ج معادلة الدليل 3- - من 
معادلة القطع الناقص صادية ومعادئة القطع المكافئْ سينية . ويما ان النقطة (0 , 3-) تحقق معادلة القطع 

الناقص لأنه دمر بها . 

“+00 7 3(5-) 
م 7 


2 2 
ان بن لاه انف -2 -2 2 د 2م 2 
معادلة القطع الناقص | 1 - ع2 + 6 ج 25 - بواج 16 +9 - ثم دن + *( - كم 


2 3 
9 ج 6 ج 1 - جر 1 


س7/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتمي الى محور السينات ومركزه 2 نقطة اللاصل وطول محوره 
الكبير ضعف طول محوره الصغير ويقطع القطع المكافئن 0 - 87 ل 72 عند النقطة التي احداثيها السيني 
يساوي (2-) . 
الحل : 
القطع المكافىّ : 
لإيجاد نقطتنا تقاطع القطع الناقص مع القطع المكافىْ , 2- ح عر 

(4, 2-),(4-,2-) + 4+ د بز + 16 - #بر + 0 - (2-)8 + شرو 
القطع الناقص : 
البؤرتان تنتمي لحور السينات معادلة القطع ادي ة 

“4 - 45م + 285 ع هم جه (28) 2 - 20 

النقاط تنتمي للقطع الناقص (اي تحقق معادلته) : 

)-2(5 045 4 6 1 6 17 


72-7 عي 1 د هد 2 21 و ف ا ص 


معادلة القطع الناقص 2-1 + جه 66 - 2م د (جل 4 - 2م 
س8/ قطع ناقص 36 ع 174 + 1024 ومركزه نقطة الاصل ومجموع مربعي طولي محوريه يساوي (60) 
وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافى الذي معادلته 40/312 - 772 ما قيمة كل من ع/ , 12 ؟ 
الحل : القطع المكافي : 
نلاحظ بأن معادئة القطع المكافئْ سينية موجبة : 


م4 - كبر 
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3 - م جه 2ن3/يه4 - 2#ربر 


بؤرة القطع المكافئ (0, 1/3) 4 وهي تمثل أحدى بؤرتي القطع الناقص (فتكون معادلته سينية) 


القطع الناقص : 
11 م2 
كك اكاكس اله 2 2 
1 6 +ج2 5 36- تا + عيرم[ 
1 1 
1 مم2 
حت 2 ّ _- 
23م جه 3ل دع د 


مجموع مربعي طوئي محوريه يساوي (60) : 
0 -ح 28(5) + 20(4) 
0 - 75 4 + 2ن 4 
*م - 15 ع ثم جه 15 - 2( + كم 
15-43 - ثم ج م ب 2( - كو 


6 15-9 -2رج 9--2م جه 18 - 202 


كد 


8و 


2 
2525700000 -- 
معادلة القطع الناقص | 1 - :7 + م 


: ل كير 
بالمقارتك 3 1 سد لم ع 
1 31 
6 ح-دع/ 6 0 4 - م جه 90 تَْ 
2 سح “تك ٍ تت أ- حت يحت 
1 / 
س9/ جد معادئة القنطع الناقص الذي مركزه 4 نقطة الاصل وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافئئْ 
2417 و ومجموع طولي محوريه (36) وحدة . وزاري 01 ردم 
الجل : 
القطع المكاضشئْ : 
41 ح ذير 


6 - م جه 24 - م4 2417 - 2ير 


بؤرة القطع المكافىّ (6, 0) 1 وهي تمثل إحدى بؤرتي القطع الناقص (فتكون معادلته صادية) 


القطع الناقص : 
2 2 


-: 5 ل لكا 
6 - © هج 6دهء , 1- جر 217و 


مجموع طولي محوريه (36) : 
6 - 18 -ح »0 جه 18 -- 5 + 0 ج 36 - 2 + 20 
“ + 4م - كم 
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جم ١‏ 2 متجعحكد 


6 + 2 -ح 55 +366 -324 + 36 +525 ح 5(م -18) 

2058 
0 - 18-8 - 0 ج 8 د دم ج 288 - 360 + 36 -324 - 368 
0 -02 , 64 - 2 .. 


معادلة القطع الناقص |1 - لكل + 22 
100 64 
س10/ جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه (0 , 71)4 , (0 , 4-) 72 والنقطة 0 ينتمي للقطع الناقص 
بحيث أن محيط المثلث 1112 0 يساوي (24) وحدة . وزاري 5١١5‏ / دا 
الحل : البؤرتان سينيتان ومعادلة القطع : 
(0 , 4),/ , (0 , 4-)ني] .٠‏ 


2 2 


ل 0 


2 الك أ 
62-6 ج4 دم , 22-1 +جد 


محيط المثلث - مجموع أضلاعه الثلاثة 


6 4 حع ,لط + ,01 + ]1 0 
26 20 
(3,17) 0 المسافة بين البؤرتين 8 - )4 2-2-9 0 


سم حسب تعريف القطع الناقصض ‏ 20 - ر012) + ]م 00) 
ا ليمك 6 - 20 ج 8 -24 - 20 جه 24 - 8 + 20 


4 ح- 2ن جه 8 ح نح 


8 -2م جه 16 +2( - 64 جه ذم بر 2و - ذو 
7 59 عو 0 تن 
ديه اسن ,تقس 1 - 5 7 


أمثلة اضافية محلوئلة 
مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان محور السينات ومساحته ]241 


3 
والنسبة بين طول محوريه م . 


الجل : 
24 
ح به ك :081 ح 2412 ج :وطه - 4 
9 2م جه 2 - تزع 27 _ 24 ب 00 ب 85 -30ب 2-3 
2 -_ 2 رآ 05-2 حد 8 28 
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م ( + متجعحكد 


24 ١4 
.. 2- 3 2م جح ق ح حي د حر د ل جد‎ - 4 


7 
معادئة القطع الناقص |1 لف 1 
دلك الم 1 ---- حح | .6 
9 64 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل ومحوراه ينطبقان على المحورين الاحداثيين واحدى 
بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافىّ الذي معادلته (0 - 1237 - 1 وطول محوره الكبير ضعف طول محوره الصغير 
الحجل : من القفطع المكاظئْ : 


4017 ح ير 
البؤرة (3, 0) ج- 3 حم جح 12 ح م4 ج :127 - 2ن 
من القطع الناقص : 
2 2 
البؤرتان (3-,0,3(,)0) ©ه 3 دم حم 1 و 2 
352 ج و + 2م - 42 ج و + 2ج - 25(5) جح ثم 4م - 2م تج (2 - 0 ج (2)28 - 20 :. 


3 -2 ج و 
2 - (4)3 ح 42 ح 2م . 


1 0 22 
معادتك اله الناف جاسم ل 
د لقطع قفص 12 لب 2 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي يمر بالنقطة (3 , 0) والمسافة بين بؤرتيه 6 وحدات . 


الجل : 
3ل له ماح 2+ 
5-3 ج- ع <م0:.. 
8 -2م ج وم و - 2م ج ثم ب 4م - قن :. 
2 م2 1 م2 
معادلة القطع الناقص ائثانية 1 - - + -لا6 07 عمعادلة القطع الناقص الأولى ‏ 1 ح د لإ دار 
9 18 18 ©9 


مثال : ئتكن 400 ع 1112 + 1422 معادلة قطع ناقص إحدى بؤرتيه (0 , 3) والنسبة بين طول محوره الكبير 
ومحوره الصغير - - فجد قيم كل من *1 © /! , 1/! 


الجل : 
2 2 2 2 
27-1 7ج جه 1 - كلذ ب 6 جب 400 + [ 400 - تبراح + تدرو 
ار 1 5 2 
البؤرة تنتمي حور السينات فإن | 1 - 2م ١‏ 2 
3م ا اك نم ا كل جم 
لا 1 
016 ىر 4 4 28 
*م ---- 6م ج ع- - 6 
25 5 20 
95+ 2م -- 2عو|جه ثم 47م - ثم 





عه ١‏ معد 


6 - 25. ك6 “مر | 25 -2جم ج 225 - 902 ج 225 + 1602 - 2502 
25450 400 000000 


6 - حا لل - ## جه د _ ل -2 
25 2ه 7 
ل ا ا 3 
220020016 20 ل 7# 
7 8 حرو تير 
معادلة القطع الناقص |1 - جم 1 22] " 


مثال : جد معادئة القطع الناقص الذي مساحته 80177 والذي يكون البعد بين بؤرتيه مساويا للبعد بين بؤرة 
القطع المكافئ (0 - 2472 + 172[) ودليله . 





الحل : القطع المكافئ 
0 -ح كبر 
24- - أبنو 
2 - إم2| ج- 6- - و جح 24- -ح 4 . 
6 -2م ججح 6 دح جح 12 - 26 
القطع الناقص 
0200 ر( 0 
7 -4م جح بدح ورا حت 80 - 0 - 051 - 807 ج 081 ح ل 
0 0 
ري 540 م ب م 2ه 
“6 -+ 6400 - 4 ج < م3 + ل - 0م صد م داز ع كم 0 
0 
0 ح- (64 + كع)(100 - غم) ج 0 - 6400 - 3612 - ثو 
0200 ر( 5 
64 - ل - ثور جح 100 ح عن +261[ ]غ6 
00ز1 
يهمل ‏ 64- - 2م 01 
5006 5 0 | . 58 5 ش يو خب 
معادلة القطع الناقص الثاني |1 ---- +-|.. معادلة القطع الناقص الأول |1 5 ينم 7 ن10 


2 
0 34 يو 
مثا ذا كان<> جاع لتب هعادلة قطءع مكاذفء دشله بالنقطة  2(‏ 1 -) حد معادلة الة تناف 
ل :اذا كانت 0 - 2 م دله فطع بذ4ء دليله دمر د ) 5 4 9 دلكه القطع النافقص 
«٠‏ 7 ع «» 5 339 3 
الذي أحد بؤرتيه (14/ , 0) ومربع طول النسبة بين محوريه -ح - . 


4 
الحل : من القطع المكافئ : نلا حظ ان القطع المكافئ من النوع السيني لذا فإن معادئة الدليل له 
لأنه يقع على المحور السيني ‏ 1 - ج -(1-)- - نم - من 
<(2 -314) ح كبرو 
2 - 14 ج 4 - 2 -31714 ج ررك4 - 2 -3114 ج 2ربك - أبرر 


2 2 
من القطع الناقص : بؤرتاه (2 , 0) , (2- , 0) والقانون 1 - 2 + 72 
41 
4 دام ر 2ج - 85 - حت حسم سيد ٠.‏ 
4012 


4" 3 
2 - 2م , 16 -2م جه 16 302 - 412 هس 4 + كه - أله جد ثم بد ثم - 2م .. 


لقطلع الفاقين. 2 2 
معادلة الم الثاف 2 ددر || .و 
5 16 12 
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جم ١‏ 2 متجحكد 


القطع الزائد 1177615013] 
القطع الزائد : هي مجموعة النقط ل المستوي التي تكون القيمة المطلقة لفرق بعدي اي منها عن نقطتين ثابتتين 
(البؤرتان) يساوي عددا ثابتا (200) . 
حسب التعريف ‏ 20 ح |ر2 21 - 2217| 


0 
)0,5( 0 1 07 


١ 

١ 

: 20 
١ 
١ 


(0,ع) رم (0ه) 0 " (6,0-) رم 


0)0,-( 


2 


3 2 

"6 

معادلة قطع زائد بؤرتاه سينيتان وال مركز نقطةالاصل 1 كد 
2 0 

معادلة قطع زائد بوّرتاه صاديتان والمركز نقطة اللاصل 1 760 


جدول يبين مفردات القطع الزائد كك الحالتين : 








ملا حظات : 
1)دائما ,© < © ,2 0 < ©6,ط, 06 

2) طول ال محور الحفنيقي - 20 (العدد الثابت) 

3) طول المحور التخيلي - 27 (اللمحور المرافق) 

4) المسافة بين البؤرتين - 20 (البعد البؤري) 

5) الاختلاف المركزي ه 1 <2 -ه 

6 >5 + 2ن د تع 

7) اذا كانت إشارة ال (2 1) موجبة فالقطع الزائد بؤرتاه سينيتان . 
0 


اذا كانت إشارة ال (75[() موجبة فالقطع الزائد بؤرتاه صاديتان . 


ير 


0 أعين البؤرتين والرأسين وطول كل من المحوريين الحقيقي والمرافق للقطع الزائك 1 - لا > 
الحل + 
طول ا محور الحقيقي ١‏ وحدة 16 20 جح 8 دم جح 64 -2 
طون ا محور المرافق وحدة 12 -<28 ج 6 دم د 36 2ن :. 
4 60 عدم ج 100 ع دثم ج 36 +64 - 4م + كو د ثم 
60 رأسا القطع الزائد ‏ (8,0-) ج17 , (11)8,0 


6" 
(0, 5,010 و | درم (10.0-)42 يؤرتا القطع الزائد (0, 10-) ير , (0, 781)10 


)-6 , 0 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وطول محوره المرفق (4) وحدات وبؤرتاه هما 
النقطتان (8/- , 0) و , (1/8, 7100 . 
الحل : " البؤرتان تنتمي حور الصادات 


4 د 
'. المعادلة القنياسية للقطع الزائد /1 - ج- ‏ د 


55 د 8-2 د 20-4 :. 
8 -2م جه ودع 
4 - ثم جه 4 -8 - كماج 4( د ثم - كم ج 4ق +١‏ ثم دقعب 
معادلة القطع الزائد |1 -- - 
:رس 4 
هذا المثال يكون المحور الحقيقي مساو للمحور المرافق ويسمى الققطع الزائد القائم وأختلافه المركزي ثابت هو 17/2 لأن 
النقاط الاريعة تشكل رووس مريع . 
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مثال : جد معادئة القطع الزائد إختلافه المركزي (2) والمسافة بين بؤرتيه (12) وبؤرتاه على محور الصادات. 
الحل : البؤرتان صاديتان فمعادلة القطع 


3 2 

1 2م 0 

6ع > 12 2 26 

4 4 6 5 

9 - 2م جه 9ح ب الاي كان 

7 - 5م جه 36-9 د فوج ذو دانم دكمع ح 0 4و + 2م ح نم 
5 8 لاس 
معادلة القطع الزائد ده 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي احدى بؤرتاه (0 , 10) والغفرق بين طول محوره الحقيقي والتخيلي يساوي 4 . 
الحل : 
0 ح- تح جج 10 دع 
2 - 8 - جح 4 - 2 -+20 
(1)........... 5+ 2 ع 4م 
“5 + كم دح كم 
“م + 5(5 + 2) - 100 
“م + 2م + اط4 + 4 - 100 
+2 + 4 + 4 - 100 
2 + [0 - 96 -[ط4 + 282] 
0 - 48 -2 + 2م 
0 - (8()5-6 + م) 
تهمل 8- -ح [7آ 
6 -2م ج 6 ح زور 
4) - 2م جح 8 - 6 + 2 - 0ه 
معادلة القطع الزائد 00ت 
36 604 
مثال : جد معادلة القطع المخروطي الذي مركزه نقنطة الاصل أحد بؤرتيه (6- , 0) وأحد رأسيه (4 , 0) . 
الحل : القطع المخروطي اذا لم يذكر نوعه ولكن من علاقة 0 < © نحصل على أنه قطع زائد . 


6 - ثم ج 6 دع 

لأنه قطع زائد ‏ © < © .. 6 - 25م ج 4 -ح هو 
“5 + كم ح كم 

0 - 5م ج 16 -36 - 5م جه 4م + 16 - 36 
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2 
معادلة القطع الزائد -000--00 


د شر 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وأحد رأسيه بؤرة القطع المكافئن 0 - 3212 --2( 
والنسبة بين البعد بين بؤرتيه الى طول محوره المرافق كنسبة - ؟ 
الحل : 
القطع المكافئْ 0 -دع32 -2بر 
2 - 2رو 
8 -<م ج32 - م4 ج و4 - أرر 
للقطع الزائب 11,172 2 بؤرة القطع المكافىن (0, 1)8/ 


ا 75758 كد كد 
2 جدع جد عم 2 27 
“5 + كم دح كم 

2 
2م +4 - (2) 
3 


2 
]0 - 64+ 9 


6 - 972 252 جح ذخ 9 + 576 - 252 


576 
6 دم جه 6 - سب - 2م ج 576 - 1672 


معادلة القطع الزائد 1 --2-- 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتاه تنتميان الى محور السينات ويمر بالنقطتين 


(40/2,3) , (2, 5-) ؟ 





2 2 
الحل : نعوض النقطة (3 , 41/2) 4 معادلة القطع الزائد 1 د -- 
4/2(2) 
000 
9 32 
22 
فته ديج 
(01---2 0.0.022 0282 - 524-942 32 
نعوض النقطة 3 5-) معادلة القطع الزائد 
2 9 

1 53 050 - 1 

0 ثم 0 





171537551117711 + 1117ل 





١ - 2م‎ - 0 7” 6 
16 20 
1122-6362 - 0 


16 1122 
7 -ح ثم ج 5( اج - ثوج 1125 - 6302 
9 01 63 00 01 
2م 2م 1 و - 322 

209 9 


9 -2م جح 2 16 17 -162 جه د - 162 -322 


16 16 
6 - 9خ ال ح كي جح 2خ س2 
و2 20 


2 2 

1 0 

معادلة القطع الزائد 1ح هده اد 
لقطع الر 9ه 16 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ويمر بالنقطة (0 , 3) والبعد بين بؤرتيه 10 وحدات ؟ 
الحل : 
9 - 2ج جح 3 - دح 
5 ح ثم ج 5 دح د 10 -26 
“5 + 1م ح<- كم 
4 - م جه 16 - 5م جح 24م + 9 - 25 
2 م2 
20001 


معادلة القطع الزائد 1 ك7 0 
0146 9 
مثال : جد معادلة القطع الزائد أحد بؤرتيه بؤّرة القطع المكافئْ 407 - 075 والذي يمس دليل القطع 
المكافئن 0 - 162 + 172 ؟ 
الحل : 
' 40- - تبر 
ج40 - تبر 


40 
ل ل 0 -ح 41 


162 ح أ#بر 

40 - تبر 
16 

00 دام ج 16 - 41 


لح 


معادئة الدليل ‏ 4 ع 0 , 4 - 3 , القطع المكافى ‏ (10,0-)/ 
نقطة التماس 16 - 05 للقطع الزائد (0 , 4) 


بؤرتي القطع الزائد (0 , 10-)2! , (0, 1010م , 10 ح- ءح 0 2م جح 10 حم 
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جم ١‏ + متجحكد 


“م + 2م ح ثم 


“م + 16 - 100 
6 - 100 72 
4 - 2زم 
50 00 شير 
معادلة القطع الزائد لح حت 
1 8 00 2 
متال : عبن البورتين والراسين وطول كل من ال محورين الحقيقي والمرافق للقطع الزائد ل 


الحل + 
طول ا محور الحقيقي وحدة 16 - 8 2 - 20 ج 8 - م جح 64 - 02 :.. 


طون ا محور المرافق ‏ وحدة 12 - ٠6‏ 2 28 2 6 دم جح 2-36[ :. 
0 ح ع جج 100 ح مح جج 100 -ح 36 + 64 - 4م + كو د قم 
رأسا القطع الزائد (0 , 8-) دلا , (0 , 8),/آ 
قطبا القطع الزائد (6- , 0) و , (6, 0) رطم 
بؤرتا القطع الزائد (10,0-) رط , (0, 1/1)2)10 
مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي إحدى بؤرتيه (21/5- , 0) وطول محوره الحقيقي (8) وحدات . 


الحل : البؤرة صادية ومعادلة القطع 0 دك 
0 - 2م ج 207/5 دع 

6 - 04 جه 4 ح م ج 8 - 20 

4 - 2م جه 20-16 - 2م جه 2م م ثم عدم 


2 2 
معادلة القطع الزائد [4 د دك 
4 | 16 


ملاحظة : اذا مر القطع الزائد بنقطة إحدى إحداثياتها (صفر) ؛ فالنقطة تمثل إحدى رؤوسه . 


171537751117711 11171 ال 








حل تمارين (3 - >) 
س1/ ععين كل من البؤرتين والرأسين ثم جد طول كل من المحورين والاختلاف المركزي للقطوع الزائدة الاتية : 
8 -ح 2#رر4 - 1222 (ه 
الحل : نقسم طري المعادلة على (48) 


د 


اح 
| 
]نم 


طول المحور الحقيقي وحدة 4 - 20 د 2 -م ج 4 - عو 


طول ال محور المرافق وحدة 40/3 - (210/3) 2 - 25 ج 20/3 - م جه 12 - 72 


4 دمع ج 16 - ثم جه 16 -12 +4 - 2م +د غ2وم كم .. 


البؤرتان (0, .4-)مرط , (112)4,0 الرأسان (0, 2-)جآا1 , (2,0),آ]آ 
4 ح 
الاختلاف المركزي الحتاواك الجاكام 
4 - #بر 9 - 1622 (طآ 
الحل : نقسم طرخ المعادلة على (144) 
2و 2ير 
16 © 


طول ا محور الحقيقي | وحدة 6 20 جا 3 -<0 ج 9 -2م 

طول المحور المرافق وحدة 8 - 28 جه 4 دمع جه 16 - 2( 

6-5ج 25 ح ثم ج 25 - 16 +94 - 2م + ثم د كع 

الرأسان (3,0-)172 , (0, 7/,)3آ البؤرتان (0 , 5-)ءمم , (0, 5)_اآ1 


5 9 
الاختلاف المركزي 1< -- د م 
س2/ أكتب معادلة القطع الزائد 2 الحالات الاتية ثم ارسم القطع : 
أ- البؤرتان هما النقطتان (0 , 1+5) ويتقاطع مع محور السينات عند 3+- - 2 ومركزه نقطة الاصل . 
الحل : البؤرتان سينيتان ومعادلة القطع : 
00 ير 
012 620 


5 -2م جه 5 م جه 1 - 


ويتقاطع مع محور السينات عند 3+- - 2 والرأسان هما : 
9 ع عم ج 3 ح- م جه (0 , 3-)2آ17آ1 5 (0 , 3),آآ 
“5 + كم دح كم 


6 72 جح 2ر7 ب 9 - 25 
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: 4 
0,4 
1 0 مي 
معادلة القطع الزائد د دا 
227 زر 0 


00, -4( 


ب- طول محوره الحقيقي (12) وحدة . وطول محوره المرافق (10) وحدات » وينطبق محوراه على المحورين 
الاحداثيين ومركزه نقطة الاصل . 


الجل : 
6 - 64 جه 6 حنج ج 12 - 20 :. 
5 -4م جه 5 دمع ج 10 28 .٠:‏ 
1) ح ثم جه 36 + 25 -54 + كم ددكم .. 
البوؤرتان سينيتان البورتان صاديتان 
506 انه يع 72-1 2# 20 ه* ايوحه ٠‏ يء 25-1 هذ 
فإن معادلة القطع الزائد هي :|1 - يئر - ع2 فإن معادلة القطع الزائد 73 25 36 
4 


/ 


12 


ل 
ار 


ج) مركزه نقنطة الاصل وبؤرتاه على محور الصادات وطول محورة المرافق 21/2 وحدة وإختلافه المركزي (3) . 
الحل : البؤرتان صاديتان ومعادئة القطع الزائد وزاري 7١١“‏ /د؟ 


2 - 52 ج 7/2 حم جه 20/2 - 206 ٠‏ 


: 5 9 9 
0 9 - ثكم جد 360 عدم اج اح 3 جد -د م06 
0 


0 
9 1 
/ 1- ته| د 2- ممه د 2 + - تمو د 2م بتو دم ب 
[ - 50 [ - 00 
2 1 2 1 2 1 
[ > 70 [ > 700 
2 1 2 2" 1 


0770705007 











ا 


1 


2 2 
”9 
معادلة القطه الذائكك ‏ 1 --د لتكت جح 
د لقطع الر 2 


هلي لم. 
كاك 


12 


س3/ جد باستخدام التعريف القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل وبؤرتيه (0, 21/2) , (210/2,0-) وينطبق 
محوراه على المحورين الاحداثيين والقيمة المطاقة للفرق بين بعدي أية نقطة منه عن بؤرتيه يساوي (4) . 
الحل : 

القطع الزائد © (37, )20 النقطة ١‏ 0 2 - 0 ج 4 - 20 .١:‏ 


0 (حسب التعريف) 20 - |ع! م - 21| . 


103,0 


0 


20 - 1م - آم 


4+ - 0(2 -بن + الا - 0(2 - بوم + (2:07/2 ع 

- تبر + (20/2 + )ل - تير + (27/2 )ا 

0 7[ + ا + 4+ - 2و + (20/2 - )| 

2[ + 8 + مر 4/2 + شير + 2بر + 20/2(7 + )| 8+ 16 - 2رمر + 8 + :4/2 - شير 
8+ [ 80/2 + 16 ح تبر + (20/2 + ع) 8 ] 

( بتربيع الطرفين) 1/2 + 2 ح 2بو + (2072 + )ل + 

8-4 د تبسر عر - 2ر2 ج 2ر2 + عر 41/2 + 4 - شرو + 8 + عر 2/ح4 + ذير 


4 +[ 4ح ةيو 2ن | 
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س4/ قطع زائد طول محوره الحقيقي (6) وحدات وإحدى بؤرتيه هي بؤرة القطع المكافى الذي رأسه نقطة اللاصل ويمر 
بالنقطتين (21/5-,217/5(,)1 , 1) ؛ جد معادلتي القطع المكافئ الذي رأسه نقطة الاصل والقطع الزائد الذي 
مركزه نقنطة الاصل . وزاري 1٠١١“‏ /د" | وزاري 7١١5‏ / دا 
الحل : من القطع المكافىّ 
النقطتان (21/5-,21/5(,)1, 1) متناظرة مع المحور السيني لذا فبؤرته سينية وفتحته نحو اليمين 
ومعادلة القطع المكافئْ 41 -ح 72[ . 
النقطة ([21/5 , 1) تحققق معادلة القطع المكافئ (لأنه يمر بها) 

البؤرة (5,0) جد 5 - م جح م4 - 20 ج (1) م4 - 210/5(2) 

معادلة القطع المكافئن 207 - 2[ 

بؤرة القطع المكافئّ (0 , 5) تمثل إحدى بؤرتي القطع الزائد 
من القطع الزائد 


9 - 4م ج 3 - م ج 6 - 20 :. 
0 2 


(5,0-),(0, 5) بؤرتا القطع الزائد 1 د ددع 


5 -2م جه 5 دم 
6 72 جد ث2[ ل 9 - 25 جه 2م بل خم دقع 


2 2 

4 0 

معادئلة القطع الزائد |11 - د - 
لر 


س5 / قطع زائد مركزه نقطة الاصل ومعادلته 90 - 1 - 1112 وطول محوره الحفيفي 61/2 وحدة ويورتاه 
تنطبقان على بؤرتي القطع الناقص الذي معادلته 576 - 16172 + 922 جد قيمة كل من 2 , 8/ التي تنتمي الى 


مجموعة الاعداد الحقيقية . وزاري 7٠١١7‏ /د؟ 


الجل : 
من القطع الناقص : 
رو خبر ‏ 576 161/2 2#بر0 
1 --2س ده - حخ ددم ل 576 + |[ 576 - 2ب16 + ,رو 
7 64 576 576 576 ِ! 0 3 
57 حجن جد 28 -36 -64- تم جه 2م 7م - 2م ج |36 -852 
بؤرتا القطع الناقص (0, 210/7), (0, 21/7-) .. 
من القطع الزائد : 
2 2 
بؤرتا القطع الزائد (0, 21/7), (20/7,0-) 1 


8 -2م جه 207/7 دعم 
8 - 2م ج 317/2 - نج ج 61/2 - 20 
7*0 ج 2م د18 - 28 ج 2[ + ذم دقع 


2 2 
بر كير 
معادئة القطع الزائت [1 - د .د 
لقطع الر 010 18 
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ههه ١‏ متصعد 


0 1 
2-1 0 © لظ ب لو +901 - رو - | 


ع1 7 
0-0-2 دق -- 02 دنم 
10 2م 1 ١‏ 18 02 / 
س6)/ أكتب معادئة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل اذا علمت أن أحد رأسيه يبعد عن البؤرتين بالعددين 9 , 1 
وحدات على الترتيب وينطبق محوراه على المحورين الاحداثيين . وزاري 7٠١١7‏ /رد” 


للخل » 
د 5 -<م بج 10 - 1+9 -ع22 
|16 - 2ه]| جد 4 دوج 9-1-8 -20 
[و-شماج 25-16 -2م جد تنو ام قم جد 2( 2ن -02 ب 

هناك احتمائين لمعادلة القطع الزائد 
معادلة القطع الزائد سينية 2-2-7 معادلة القطع الزائد صادية - 
9 9 


0 
16 16 


س7/جد معادلة القطع الناقص الذي بؤرتاه هما بؤرتا القطع الزائد الذي معادلته 12 - 3172 22 والنسبة بين 
طولي محوريه > - ومركزه نقطة الاصل. | وزاري 7018 / د" 
الحل : من القطع الزائد 

رو كبر 12 2و3 2 


52-1--2جه 22-2 لك جه 12 +121 -2و9 2 
4ه 12 12 12 12 1 21-- ]| 


4 - 0ج 2-16 د 2-1274 +2( 27م - 2 ب 12 ع معز . 


“. بؤرتا القطع الزائد (0 , 4) , (0 ,.4-) 


من القطع الناقص 


2 2 


27 
7 62 
بؤرتا القطع الناقص ‏ 16 - 2م جح 4 دح ج (0 , 4) , (0, 4-) 


- [1 


25 الى 55 وري 265 
و2-00 #5 و4020 3 ررد" 





2 
"١‏ [ 16+22 ]ب “م + تم - كم 
9 25م جه 144 - 1672 جه 972 + 144 - 2572 


(25)9 251 
الله 0022200000 م لله 
25 0 جه 9 9 - 00 





ير 


25 
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2 
بو 
معادلة القطع الناقص |1 - - 
دلكه القطع النافص 0 





س8)/ النقطة (.آ , 6) 8 تنتمي الى القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل ومعادلته 12 - 3172 - 72 جد كلا من 
أ) قيمة بآ . 
ب) طول نصف القطر البؤري للقطع المرسوم 4 الجهة اليمنى من النقطة 2 . 
الحل : 
أ) النقطة (.آ, 6) 8 تنتمي الى القطع الزائد وهي تحقق معادلته 2 - 2و3 - شير 
72- - مج 8 - 2 جه 24 - 312 ج 12 - 312 -36 ج 12 - 2:و3 - 6(2) 
(21/2-, 6) وط , (6,21/2) رط 


ب) من الققطع الزائد : 
مر 12 372 2 
4 تا [12-©] ه 1 - - 2 د كد - 2د - 2د د 12 + [12 - 2برع - تر 


(4,0-),رطس , (4,0),رم + 4+دادم ج 16 4 +12 عدم جه 2و + 2م ح- ثم 
المقصود بنصف القطر البؤري (اليمين) هو البعد بين البؤرة اليمنى (0 , 4) 11 والنقطة 2 . 
وحدة طول 20/3 - 10/12 - 8 + ١4‏ - 0(2 -20/2) + 4(2 - 6) ل - 2ن - ج07 + 02د - و2 ل. - ررم 


2 ير 
س9/ جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه هما بؤرتي القطع الناقص 1 - دح م - ويمس دليل القطع المكافىّ 


0 -7و12 + ثيرح. وزاري 70١١‏ /دا وزاري 7١١54‏ /د”" وزاري ١1١6‏ ا 
الجل : 
من القطع المكافئ 
2 - 
3 -م ج 12 د م4 ١‏ 4 : 
إرم4- - تر 
معادلة الدليل| 3 - براح م - ا 
من القطع الناقص 
2 2 
52-9 , 2-25 جه 0 
4 دحم ج 16 د ثم ج و9 25 عدثم جه ثح 2[ - 
(4-, 0( ا (00,4 
من القطع الزائد 


'' دليل القطع المكافئْ يقطع المحور الصادي عند النقطة (3 , 0) وهي رأس الققطع الزائد 


- 
| 


2 
بؤرتا القطع الناقص (صاديتان) وتنطبقان على بؤرتي القطع الزائد فمعادلة القطع الزائد |1 - 0 


بؤرتا القطع الزائد ‏ (4-,0,4(,)0) 


<< 
دم 


6 - 2م جح 4 دح 
للح فد 2م + 9 ح 16 جه 2م د قثو دقع 


1 
معادلة القطع الزاتد 1 -* 7 
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جم 2١‏ متجعحد 


أمثلة اضافية محلولة 
مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الاصل والبوؤرتان على محور الصادات وطول المحور الحقيفقي 


5 
له 16 والنسبة بين المسافة بين بؤرتيه وطول محوره الحقيقي 7 . 


الجل : 
64 - 2م جح 8 دي بح 16 ح ن2 .. 
ا ا 5 ا ا ا ل 
00 4 د 4 28 4 2# ' 
6 - 72 جح 100-64 - 2م جح كو بد ذو د دقع 
8 قيو. ثرو 
معادلة القطع الزائد اع و 


مثال : جد معادئة القطع الزائد الذي احدى بؤرتيه بؤرة القطع المكافئ 2037 - 22 وطول محوره المرافق 
00 مر 
يساوي البعد بين بؤرتي القطع الناقص 1 - م 1 0 
الحل : من القطع المكافئ : 
417 ح ير 
07 ح 2عر 
البؤرة (0,5) جح 5 ح آم جح 20 - 41 


من القطع الناقص : 
77 جع2أاجح 7 دم جح 7 دثم بج 2م 2م - 2ج جد و كموق | 16 -2ع 
من القطع الزائد : 
7 -2ه| ج تل م طون ال محور المرافق ‏ 20/7 - 287 ٠:‏ 


بؤرتا القطع الزائد (0,5), (5-,0) 2 5 دم 2-10 آ<5 


|18 - مماج 7 25 - 2م جح 2م + 2م د م 


2 2 
معادلة القطع الزائد 1--2 ك2 
7 18 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي يمر بالنقطتين (6- , 3) , (31/2 , 0) 
الحل : "“ القطع الزائد يمر بالنقطة ([31/2 , 0) لذا فالنقطة تمثل رأس القطع الزائد وقيمة 31/2 - © فإن 
2 2 





و" ل 
0 862 ثم 
.. (6- , 3) تنتمي لاقطع الزائد لذا فهي تحقق معادلته 
خير كين 9 9ه 36 *37) 6(5-) 
1--- اإج 2-9 جه [ - ع 2 جح [ - عد لدج 1 - جد 
9ه 18 10 52 18 57 317/2(2) 
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كته ١‏ معد 


مثال : جد معادلة القطع الزائد الذي بؤرتاه رأسا القطع الناقص 1 - - 2 وطول محوره الحقيقي 


(12) وحدة . 1 
الحل : من القطع الناقص : 
رأسا القطع الناقص (0 , 10) , (0 , 10 -) 7 10+ 0 جح 64 - 52 , 100 -2ه 
من القطع الزائد : 


2 1 
2 12 


بؤرتا القطع الزائد ‏ (10,0(,)10,0-) ->»10 -<م عه 1 - 


6 -2جن جح 6 دن حل 12 -20 .. 
4 - 2م ج 36 - 100 - 2م جح ذو + 2ج داك .. 


2 1 

90 

معادلة القطع الزائد | ققد الل القند 
2 64 36 


مثال : جد معادلة القطع الناقص الذي مركزه نقطة الاصل وبعده البؤري مساويا لبعد بؤرة القطع المكافىْ عن 
دليله 0 ح 24 + 775 ؛ اذا علمت ان مساحة القطع الناقص 1115© 8072 . وزاري 7١١5‏ / دا 
الحل : 2 القطع المكافى : 

41- ح كبر 

4- - #بر ج 0 - 242 + أبس 


(4- ج) 
البعد بين بؤرة القطع المكافئئْ ودليله ‏ 12 - 27 جح 6 - ([ 7جح 412- - 242- 


ل القطع الناقص : 
6- 2ج كت 6ج كك 2-12 
(1) ناا 6 -2- 2م جح 2م ددم - كفو 
اي ا 5 اط جح 01 ح- :801 ج 01 - 4 
نعوض المعادلة (2) 22 المعادلة (1) فينتج : 
0 - 6400 - 3682 - كوم ج 2م36 - 6400 - ثكمو تضق 6 - [فت - 02 


0 ع (64 + 5ع)(100 - 2م) 
0ح 6400 2م هج 100 
2 


64 -252 7 أما 
يهمل 64 - 0 أو 





110( 2م 


“. هناك معادلتان للقطع الناقص لأن موقع البورتين غير محدد وهما : 


2 2 
2 
- 2 + )| بم /(1-- 2+ 2 
100 2 64 26044 100 


مثال : جد معادلة القطع الزائد والناقص اذا كان كل منهما يمر ببؤرتي الآخر وكلاهما يقَعان على محور 
السينات وطول ال محور الكبير 61/2 وحدة طول وطول المحور الحقيقي يساوي 6 وحدة طول .وزاري 7١15‏ / دا 
الحل : ' كل من القطعين يمر ببؤرة الآخر 





“. رأسا القطع الناقص بيمثلان بؤرتا القطع الزائد وبؤرتا القطع الناقص تمثلان رأسا القطع الزائد 


القطع الناقص )) 18 - 2ه جح 31/2 - ه ج 617/2 - 20 


القطع الزائد 9 - 2م ج 3 -م ج 20-6 

9 -2م جح 3 دم جحت بؤرتي القطع الناقص (0, 1+3) 2 2 رأسي القطع الناقص (310/2,0+) 
0 

9 -2م ج و-18 -2م . 

9 - 2م جح 3 حم جحت رأسي القطع الزائد ٠٠  )4+3,0(‏ بؤرتي القطع الزائد (30/2,0+) 
تفع دم د 


9 - 5م جح 18-9 -2م 


2 2 
٠. 2 1‏ د هه ج / © ند 4 2 ٠.‏ 
معادلة القطع الزائب |1 - 9 2-2-1 معادله القفطع الناقص |1 000 28 اليد 


حل التمارين العامة الخاصة بالفصل الثاني 
س3/ قطع ناقص مركزه نقنطة الاصل وقطع زائد نقطة تقاطع محوريه نقطة الاصل كل منهما يمر ببؤرة الاخر فإذا 


كانت 225 ح 251:2 + 9225 معادلة القطع الناقص فجد ٠‏ وزاري 7١١4‏ / د" 


أ) مساحة القطع الناقص ب) محيط القطع الناقص ج) معادلة القطع الزائد ثم ارسمه 


د) الاختلاف المركزي لكل منهما 
الجل : 
أ) مساحة القطع الناقص 
2 1 _ ت2بر 25‏ خيوو 225 
1 --2 +2 جه -2---- ب 2 جحت 225 - 2بو25 + 2يرو 
9 25 5 225 ' 225 


2 م جح 2-9م | 5م جح 2-25 


وحدة مريعة 7 15 - 3(12) (5) - 081 ح 4 .. 


7 - 0 ,2 - 2517 لع ج27 - 


1117111 د 


ب) محيط القطع الناقص 











ج) من الققطع الناقص : 
37 م جح 2-9م | 5 دم جح 2-25 


4 دم جه 16 - ثح جه 25-9 د كم جد ثم دعم ح كع 
البورتان (0 , 4-) ,(0 , 4) الرأسان (0, 5- ), (0, 5) . 
من القطع الزائد : 
'“ القطع الزائد يمر ببورة القطع الناقص 
الرأسان (0, 4-),(0, 4) البؤرتان (5,0-), (5,0) 


9 --2م جح 16 - 2-25( جح كن الح - كر 


معادلة القطع الزائد 2522-1 
9 16 
د اللاختلاف المركري : 
4 الاختلاف المركزي للقطع الناقص 1 4 حت حم 
1 5 0 
(3, 20 الاختلاف المركري للقطع الزائد 1 < - دك دم 


سل ام 
(0, 5,05 مأب" سر إلى “7:50 


00 , -3( 


س4/ جد معادئة القطع الناقص الذي بؤرتاه تنتميان لحور السينات ومركزه نقطة الاصل ومساحة منطقته 717 وحدة 











مربعة ومحيطه يساوي 7 10 وحدة ١.‏ وزاري ٠١١6‏ /د” وزاري 3١18‏ / دا 
الحل : 
مساحة منطقة القطع الناقص -ع 711 
(1) 00 دنب 0-7 ج 71 ع :01 - 4 
محيط القطع الناقص - 10171 
بالتربيع يم -< 5 ات م ا - ,2 دام[ 
2 2 2 
2 50 22م + تم م 25 06ك» 
بتعويض معادئة (1) 24 معادئة (2) : 
409 


»م [50 - جح + ثم)] 


0 - 49 + 502 - ثم 
0 - (1 - 2ه)(49 - كم) 
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معادلة القطع الناقص |1 - -- + -- 


لأن قيمة (6©) يجب ان تكون أكبر من قيمة (5) 4# القطع الناقص . 








تطبيفات التفاضل 


القواعد الاساسية للمشتقة (مراجعة) 


القاعدة الأولى : مشتقة الدالة الثابتة تساوي صغر 
0 - مام ج 3 - (82)ر (1 
5 2 
0 > رسر ج - - (2)]/ (2 
القاعدة الثانية ؛ اذا كان 7 - (30) 2 فإن 6071م ع (22) /ر 


2 ح )م ج تير ح يرت (1 


1 
212 


القاعدة الثالثة : اذا كان 02 - (32) /ر فإن 11 - 0 


- 2م - 0[ جح تلد - نول - 20)] (2 


423 -ح (2)) ج ع6 ع (2د)مر (1 


ٍ 2 ,7 - (<) ر ج تر د و27 (2) زر 2 


كذ فيرو - 0)/ بج تسيرة- - (0)/ (3 


4 
القاعدة الرابعة : مشتقة مجموع دوال يساوي مجموع مشتقاتها 
27 - (2))/ ج بر7 + ثير - (مد)مر (1 
- 243 ع تحير - 3ر24 ع )ع ج أحير + ثيوم ع (من) زر -- “ع6 ح رمد) مر (2 
القاعدة الخامسة : (مشتقة حاصل ضرب دالتين - الدالة الأولى ا مشتقة الثانية + الدالة الثانية “ مشتقة الأولى) 
14 + 3م24 + :ج14 + تبرق - (7 + 1222)مد2) + (7()2 + قم4) - (ت) /[ ج 7()2 + قمي4) - (ت) رز 


المقام 5 مشتقفهك البسط -البسط 2 مشتقهة المقام 
مشاقة قسمة د ا 02222 


“(المقام) 
3و4 - 6برق - 2ر6 + تيرم (تير1()4 + ثمر2) - (وتر1()6 + كين 1 +234 
12000000 +ش6م) لثلثلث(2000 12+ 24) 00 م ل 


القاعدة السابعة : مشتقة مجموعة دوال مرفوعة لأس معين اذا كان | (37) 9] - (3) /ر فإن 


() 1.6 [20) و]« - (ت) / 
7 + + قير5)4 - (2)] ج 5ر7 + قع4) - («)ر (1 


2207 + قبده) د - (ن) [ جح :2 + تبر اضر - ()] (2 
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1 


م2( 202 + 3عج4) + [(2 + 2 2 + 5عر4) م 2م ح- (من) زر 


2 2 
1 (2 + 2ح12)12 
١‏ ير 2 + تت ل 


72 + 3ر4 )2 


القواعد الاساسية لأشتقاق الدوال الدائرية : 


52 وم - 00)] جح ترون - (8)ر/ (1 
2. (من سذى- - 00)] جح برومه - (8)/ (2 
0.2 2ه - 0)] جح رمبم: - (2)ر (3 
0.52 تو- - (00)] جح برغم - 00)/ (4 
2 تتم بزعهى - 00)] جح برءود - (8)]/ (5 


2. 1 06» برعو - )م جد برعوح - (28)/ (6 


بعض العلاقات والقوانين المهمة : 


51421١ 3( 511: )22( - 2 51123251‏ - عر 2052 ع (22) 205 (2 
1 1 1 


5( 566 - 
605 1 


< “ع و2 ح 1 + عر 1ن (8 | 2« “عع5 - 1 + ع 1جمغ (7 


8( 517 )4 + 8( - 51 4 205 8 + ©»05 4+ 8 





9١ 205 )24 + 8( - 205 4 ©0605 8 + 5111 4 58 


متثال : جد مشتقة ما يأتي : 


مشتفة داخل الجدر التربيعي .... ع[ 0605© 


1 1 21/5111 
0ه دليل الجدر) 


( 2»05). 2 :5:2 2 - (2)] ج 2( :«ؤ5و) ع عر :زد - (2) / (2 





- ))/ جح بن بنؤو/د - (د)/ (1 


( ومع) « 5م» + (< :11و -) :د :ةو - (2) [ ج د 205 2< :511 ح (م3)/ (3 
(22) 205 ح عر كجوزو دعر ةونم ح ير أومحع ل ير رزو - 


د ترمغ ع 1 - (1 + رتسمع) - 1 عر 6 هو - (2)] ج م - ن 1جوع ع (2د) [ (4 
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المشتنات ذات الرتب العليا 


0 01 5 
اذا كانت (2)/ - 7 دالة قابلة للاشتقاق فإن مشتقتها الاولى هي (32) / - 2 - 7[ وهي دالة جديدة والدالة 
بر ك0 


الجديدة (7)/ اذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها دالة تمثل المشتقة الثانية ويرمز لها ()/ - 72 - [ 
وهذه الاخيرة أيضا دالة جديدة واذا توافرت فيها شروط الاشتقاق فإن مشتقتها تسمى المشتقة الثالثة ويرمز لها 
ا ال 0 500 مسو اومان م اد ا 00 
(:3) 1 - قيو - 17 وهكذا يمكن ايجاد مشتقات متتالية وبدءا من المشتقة الثانية ويطلق على هذه ال مشتقات بالمشتقات 
ل 
العليا . وتكتب المشتفقة من الرتبة 171 كما يلي : (22) 0 - 0 - 0 حيث 11 عدد صحيح موجب 


ملا حظات عامك : 
اذا كانت [(3)/ - 5] حيث (5) تمثل ازاحة الجسم عند اي زمن (8)لذا فإن : 
1 05 بك هوهي هه م + إث هه ٠‏ هه ٠ ٠.‏ 
-١‏ (4)/ - 0 المشتقنة الأولى وهي تمثل السرعة اللحظية للجسم ويرمز لها بالرمز (17) . 
7 0 


5 
-١‏ (6)/ - 2 المشتقة الثانية وهي تمثل التعجيل للجسم (معدل تغيير السرعة) ويرمز لها بالرمز (9) . 


ءِ غ0 
- (غ) /ر - ب المشتقة الثالثة وهي تمثل معدل التغير الزمني للتعجيل . 


المشتقة الضمنية 
0187 
اذا كانت (3)/ - 7 دالة بدلالة 72 فعند اشتقاق معادلة بدلالة 72 و77 بالنسبة الى 7 نضيخ /[أو 7 بعد كل 
: : بالنس 0 
مشتقة لل 7[ وتستخدم المشتقاة الضمنية عندما يكون قيمة اس 7( أكبر من واحد كما ياتي : 
4 


0 
مثال : اذا كانت 00523 - 77[ فجد 0 


ل 
الجل : 
بر كل 


[:0522ع 4-] - (2). :6052 2- - جد , 2 
0 0( 
16] - 7د جه [ 51024 8] - 7د 


8 0 0 0 
متال :اذا كانت 1 -ح 2م + 022 فأثيت أن 0 -1 +0302 + 1-2 


الحل : نشتق العلاقة المعطاة اشتقاقا ضمنيا بالنسبة الى 12 


2 +[ 0 - 20 + 2 بر 


2 2 2 
0 1+ 2+2 برج 21-0 . رك برجي 0 - ع جر 


01 1ل 0 122 
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مثال : لتكن 0 - 13 - 2377 حيث 0 + 37, 0 + 2 فجد المشتقة الثانية . 





الجل : 
6 - سن + #©م ج ن - 0 نرب ذم 
0 01 0 4 01 
01 _ تركل 017 0197 تركل 01 01 تركل 
'و2- ع "زوع د 0 << خ- 2 + جاع د 0 < خدد جد جد جد 0 < جد لم (1). حدل حل 
0 2 ا 0 01 ع0 ' 2ب 3 ا 
2 ىن . 
7 تت 7 .. 
مثال : اذا كانت :511142 - :0522© - 7[ اثبت ان :0542© 4- ح '/ان 
الحل : 21 -ح 7و جح ير كورزو دعر “ومح ع رو 


/ 


0605© 4- - (2). 22 05 2- ح “بن ج 51:22 2- ح (2). 511121 - ح رول 


مثال : جد ''77 للدالة 1 +3 + 23 + ”مر ع () ر 


الحل : 
3 + 624 + 524 حور 
12 + 203 - و 
2 + 60:2 ح "رز 
1 -ح "رز 
: فم أو 4 : : 2 ء ك0 
مثال : اذا كانت 511126 ح 7[ اثبت ان 1251713 - [160 ١‏ يون 
الحل : 


“زع «ذوى] ح برو ج بركووزى -ح بر 


01 
0 4] 511 [7 .] 605 2 [ 


01 
2 
(2< 5م»). 0 2:ؤ و12 ).(مدومء ) + («د«ؤة5د-).2[7 511 ]4 - 5 
2 
“2054© 511123 12 + :4531141 - 00 
و02 
(511122 1( 12 :4511141 - 00 
02 
مد 125 - عر 5111 12 ل عر ةزغ ى.4- 0 
0/2 
114 12 دعر رزو 16- - - 


0101 5 40 0 م 4ررة . 
0 ح- [16 + خم جح 2 5111 142 - 16511123 1 رم ٠١‏ 
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مثال : جد '77 للدوال اللاتيه : 
(3 + ع + 2ر2 ) وم (1 + 42) -ح برد (3 + ع + 2 2) «ززى - (82)ثرر (1 


3 قات 
وز #موع .ند ح ارو ج عنو/3غمح - مر 2 
حيتت 
مشافةهة الزاوية 
1 1 1 _, 1 _- 
2566760117 - رز د -02نو - (36) كر (3 


2 


511 . :1 03خ ع عر عمو . يدوم» ع ( 32ت أو-) . 2 انم + عأ نو . دوم ع '( 3 10111 0512© - (1) / (4 


مثال : جد 77 للدوال الاتية : 
اذا كانت الدالة مرفوعة لقوة نضع القوة خارج القوس (2 + 3# + #يرع) ةزع -ح (#2)ير (1 


3 / 
الكبير ثم نشتق الدالة حسب الدالة القوسية [(2 + ع«3 + 2#يوعر ) «زى] - (د) رز 


(3 + 2 ) (2 + مزق + تيو ) ووه “[(2 + عرق + توم ) «جاى] 3 - (2) '/ 


2( و5 ] 4- ح “بر جد 4 [تيروم»] - ()] ج 2ير4-ومع - (هير)/‎ 221 )- 2# 517 22١ 


مشتقة الزاويهة 


[2موهو] - )مر د تقوو - (©)/ (3 


1- 1- 
(22 مغ 22 عوو) 213 2 |[ *2 (22 «تمغ 22 ععد) . 2213 6 - (2<) 'ر 
مشتقة الزاوية 
مثال : جد 77 للدوال الاتية : 
"3 + 22 -ح [(127)1 + اتزمد] بزع و0 ج :و3 + 2 ح (جوعع):غ5 (1 
"3 + 22 ع 27 0605© 7و د 237 05© 27 
27 6205 22-37 ع- “7و3 - 217 2605© “وعد 


20 ارو ج 27 05© 22-37 - (3 -17 2205 ) “7 


2605 20-3 


عد + 12 2 - 1/0112 (2 


رذع عو 











201 ,/ 4 عع 8 مر عمو 
417 4 420 1 217 1 + 217 2717 
مثال : جد 7 لا يأتي : “0 05 + 2 :1ذى) ح بر 
! . 01 ' 1 ْ 0 
(20 5111 - ع2 05»©) (3 05© + 2 5111) 2 9 ج (<51111 -22 2»05) +( 05© + 2 5111) 2 0 
022222 
مشدتفه داخل القوس 
: 1 04 
(22 05© - ع2 :511) 2 ح د 
4 

0 2 جح ل 
01 











1 02 
ا ل لفك 
2 - 4)2 
2-1 2 

2- #2 2# ١ط‏ هيو - بز رط 

2 _ 4ل _2+2-عج-2- __(1) .(-2)-(1-). (+2) 01 

(: + 2) 4 2+2 260200020 02000 )2 دك 

8 و02 

لبد ح (1) 8 02 - حل 

ا اللي 0 
2 خ# 2 , 0 # 7ن , 0 ع 5 + 7ر4 - بود2 0 

4-1 -ع2) 5 م دبور - 5- ح (4 -22) رو 

44 -22) 10 - 2. 40-5 -ع2) 5 - 6 

الل تك ك5 زرا > 5 _ 0 

بكب - 3.2 (4 -218) 20- - ييو 

س2 ٠‏ جد (1)/ لكل مما يا يأتي : 

3 > ع 7 2 - 1/6 4 ح (2) /ر (23 


7 - 4)6- - (2-) . 22-2 - 6( )4 - 6)/ جح 2673 -6) 4 - (6) / 


/ 02 - -4)- 5 (0)6- 20-2 .)-2( - -4)6 2 





0 ِ 3 2 
:. 14 - 2 2 --12)6- -ح (2-)., . 2 (2 - 6) 2 - (#)ر 
26-272 








7 ند 7 ود ات 0 5 0 500 
8 3 27 42 6-2723 


51121 - (2) /ر زط 


5 2 32- 2 2- 7 
- - - (1) /ر 


172 ت (10) . 1511111 - (2) /[ , 11 205 ع1 ح (12) . 22 205 ع (مد) رز 
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1 205 3ج - ع (ج1) يرع 205 2ج - ح (من) 





الاج 
لالج 


- (1-)3- ع (1) رومع 3 - (1) 
2ع «, كد - )م 0 

4 - 2) 3 ح (1-). 7-4 - 3)2- -ح )م 1( - 2) 3 - م2 /ر 

73 - 2) 6ح (1-)., 3-(, - 6)2- ح )م 


مقلم - 4<( - 2) 18 - (1-) 4( - 2) 18- - (2) / 





2 
س3 : اذا كانت 72 42011 - 7[ فبرهن ان 32 +1) بر2 - 52 حيث 7 © 11 كفت ع 1 
الجل : 
2 9 .5 2 01 
2 “56 601132 2 - 101132 5662 .[22 56 | 2 ح حم ج [عد© 56 | 0 
2 2 و02 
( “بد + 1) 237 ع (2 2011 + 1 :10113 2 . درن 
س4/ اذا كانت 254113 - '[ فيرهن ان : 0 ح #زرومح 4 + بر - (4ارر 
الجل : 


: 01 ' 0 
7 - :6051 2 - 0 ج (1) 51111 + 2.051 - - 


02 
051 2 + 51111 12- ع 22و20 + (1). 051 + (5:2-) . ع 0 
1 
1 1 5 , و03 
511113-71 - 20523 2- - 5112 2 - (1-) 51112 ل 0006101 ل تيوق 
5 بوكل 
1 2 -:2051© - (1-). 2052© + (5112-)2ع2- ا 
4 
+5 4 -51113 23 - 0512© 2 - 0521© - :0513© - 251111 7 0 
2 


82.5.1 - 0 -ح رومن 4 + 2دننؤةى 2 -052»© 4 - 2:2أ 5 2< ح يرو 4 + بر - كابر ح ل . 5 . ,رآ 
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المعحدلات المرتبطة بالزمن (المعدلات الزمنية) 
اذا وجد اكثر من متغير بحيث تتوفف كل من هذه المتغيرات على متغير واحد ومثاله الزمن فتتغير كل المتغيرات تبعا 
لتغيره حيث هنا يكون الاشتقاق دائما بالنسبة للزمن (8)/ - 2 , (0)4© - 37 » فمنها المتغيرات [ , 1 متغيرين تابعين 
كل منهما مرتبط بالمتغير المستقل (8) . 
ملاحظات لحل اي سؤال يتعلق بالمعادلات المرتبطة بالزمن نتبع ما يأتي : 
-١‏ سوف تقسم العلافات الى نوعين (علاقات اساسية) وهي علافات يتم اشتقاقها و (علاقات ثانوية) وهي علاقة 
يتم من خلالها تقليص عدد المتغيرات 4 السؤال . 
"- الثابت الدائم يعوض فبل الاشتقاق والمتغير الدائم يعوض بعد الاشتقاق واحيانا نقوم بتعويضه قبل الاشتقاق 
وذلك لايجاد قيمة متغير دائم آخر . 
(اسم البعد) ) 


7 كلمة معدل أو سرعة أو بعد من الابعاد يكون معناه الاني : 01 


ويكون موجبا ل حالة التزايد وسالبا 
أ حالة التناقص . 
:- عند الاشتقاق بالنسبة الى الزمن يكون كالاتي : معدل تغير الحجم 22 أو معدل تغير نصف القطر - الخ . 
ه- اذا طلب 4 السؤال معدل تغير قانون لشكل هندسي فإن ذلك القانون يكون علاقة اساسية . 
مثال : مكعب من الثلج يذوب بالحرارة بحيث يحافظ على شكله مكعبا فإذا كان معدل تغير حجمه يساوي 


65 3 جد معدل تغير مساحته السطحية 4 اللحظة التي يكون طول حرفه 171 8 . 


الجل : 
نفرض طول ضاع المكعب - ,[آ 2( نفرض حجم المكعب - 17 20 نفرض المساحة السطحية - [/ 
معدل التغير بالمساحة - 24 2( معدل التغير بالحجم - 7 ( معدل التغير الطول - “7 
3 
حجم المكعب - طول انضلع) 2( 0-17 
له ا طلكيع د و ب ككترق )و و ب قوري _ هل 
للم خخ للم دص - هخ _ال ل - بدا ا _ ايل ج--_لد 
604 011 01 01 01 01 


المساحاة السطحية للمكعب - ا .4-61 


04 ال 04 
معدل تغير المساحة السطحيةهة 5/ - | -2) (8) 12 - 22 جد 2 127 24 
1 , 0 0 0 

04 3 

أو تكتب كالاتي : معدل نقصان المساحة السطحية 112/5 17 


سؤال واجب : يندفع غاز داخل بالون كروي بمعدل 723/5 4 فاذا كان البالون فيه ثقب يتسرب منه الغاز 
بمعدل 723/5 5 .0 بحيث يحافظ على شكله كرويا جد معدل تغير مساحته السطحية عندما يكون نصف 


قطر البالون مترا واحدا . (الجواب : 7) 


جم 2١‏ متجعحعد 


مثال : مرشح مخروطي قاعدته افنية ورأسه للاسفل ارتفاعه يساوي 0111 24 وطول قطر قاعدته 0111 16 
يصب فيه سائل بمعدل 501123/5 بينما يترسب من السائل بمعدل 1113/5© 1 جد معدل تغير عمق السائل 2 
اللحظة التي يكون فيها عمق السائل 0111 12. 








الجل : 
نفرض نصف القطر القناعدة - نفرض حجم السائل - 17 
2000 0 5 5 وه 7 0 
نفرض ارتفاع السائل ح 1/ غ معدل تغير ارتفاع السائل ( 4 > ,0) 
01 
معدل تغير حجم الساكن ‏ ىر 
1 - 2 حع- و برع ثلث الكبير 
3 24 005 ا 2024 
)م01 .م14- «, ج ‏ 2 ج - - 0110 المثلث الصغير 
نعوض معادئة )١(‏ 4 معادلة (؟) لل اوم بريه وعد 1 - 17 
01 01 
رم ل د 2 بج تررم د بر ج 10211 )م2 - ار 
0 00237 06 27 3 
4 تبر 1 ب مه 
(3) اينات - 1/1 0 
5 50 5 3 ِ_- 07 
معدل تغير حجم السائل 2 المخروط - معدل الصب - معدل التسرب 5/ ص 4 - 1 - 5 ددني 
نعكوض معدل تغير الحجم 4 معادلة (3) 
1 (42)9) _ 011 ال 
75 ل كك 12(7 
/ 47 1447 ا ميك 


متال : لتكن 1/1 نقطة متحركة على منحني القطع المكابفاء 4.1 - “ بحيث يكون معدل ابتعادها عن النقطة (7,0) 
يساوي 111111/5 2 .0 جد معدل التغير الزمني للاحداثي السيني للنقطة 11 عندما يكون .4 - 23 . وزاري 1١1١7/دا‏ 
الحل ٠:‏ لتكن النقطة (737,) 11 3 للقطع المكاؤؤء 
لتكن النقطة (0 , 7) لآ 
5 المسافة بين 11 , ل[ 


05107 8 1 1 د تك 1 
معدل الابتعاد - 00 2 معدل تغير الاحداثي السيني ( 7 7 ,0) 





14 - 37) + 2104 - ج) 
جبوجوجم - وو سوج - ١‏ 


شك 9 +102 - يرل" - و جب عن4 + 49 + ج14 - عر /. - 5 
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عه ١‏ معد 


21-0 كك 

0 49 + :10 - 9 - 102 - 20/2 0 
١‏ 436 01 0 3 0 2- _ دل 2- 01 0-(2)4 _ 
1/5 1 إن 0 25 0-- 0.2 مد ووو 0.2 جح ب . ع - 0.2 جب 2 


مثال ٠:‏ خزان مملوء بالماء على شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة طولها 1371 2 يتسرب منه الماء 
بمعدل 4113/11 .0 جد معدل تغير انخفاض الماء 2 الخزان عند أي زمن # . وزاري ١١١7/دا‏ #١١٠/د"‏ 


الحل : نفرض حجم الماء 4 الخزان - 22317 2 نفرض ارتفاع الماء 2 الخزان - 1/ 
نفرض مساحة القاعدة المربعة - 4 2» طول ضالع القاعدة المربعة ح ,[ 
معدل انخفاض الماء ب الخزان - 772 , معدل تسرب الماء من ايخزان - 2 
© ان الماء يأخن شكل متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة . 
01 


(الاشارة السالبة تعني نقصان) تسرب 0.4- كار 





227 - م ج 1 1[ . ] ح تداج [ل - 7 


11ح رودن 
01 01 
4 011 03 
/01 ح سد د نه جد ند 4 - 0.4- 
معدل تغير انخفاض الماء ل الخزان - 17 .0 
مثال : صفيحة مستطيلة من المعدن مساحتها تساوي 9660122 يتمدد طولها بمعدل 11/5© 2 بحيث تبقى 


مساحتها ثابتة جد معدل النقصان لش عرضها وذلك عندما يكون عرضها 6110© 8 . وزاري 70١١5‏ / د" 7١١١‏ /د؟ 


الجل : 
76 
نفرض طول المستطيل -ح 7 
نفرض عرض المستطيل - '[ 4 
011 
005 تن معدل التغير بالطول 
01 8 
؛ - 20 معدل تغير العرض 
06 
د 7 -« ج (8) 2 - 96 ج (1)..... بزع - 96 ج ر#رير ح- 4 مساحة المستطيل 
نشتق طرخ معادئة )١(‏ بالنسبة الى الزمن ] 
نك اي[ 
0 0537 
4 6 0177 011 01 
م 7 12 عل 0 ” 


4 
معدل التناقص ل عرض ال مستطيل - 00015 
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مثال : سلم طوئه 172 10 يستند طرفه الاسفل على ارض افنية وطرفه العلوي على حائط راسي فإذا انزلق 
الطرف الاسفل مبتعدا عن الحائط بمعدل 2172/5 عندما يكون الطرف الاسفل على بعد 172 8 عن الحائط 
جد : 

اد/٠١٠١١؟‎ ”د/٠١١5 سرعة تغيرالزاوية بين السلم والارض . وزاري‎ )١ معدل انزلاق الطرف العلوي‎ )١ 
: الحل‎ 

بُعد الطرف الاسفل عن الحائط - 1 
يُعد الطرف الاعلى عن الارض 2 -ح 37 
قياس الزاوية بين السلم والارض - 60 


معدل تغير بعد الطرف الاسفل عن الحائط : 2 2 


59 ' 01 
معدل تغير بعد الطرف العلوي عن الارض : ات 0 


00 5 00 
سرعكه تغخير الزاويك : [+- ّ 





6 ح بر جح 8 دعم , 36 -ح 2#بر ج 100 -ح #بر + 64 ج 100 - 2#ررو + 22 (1 


نشتق الطرفين 100 ح 2ن + 1:2 


2- -122 جه 2-0 12 +32 ج 0 - 2 (2)6 + (2)8()2 جه 2-0 2 + 212 
8 01 
ا ا 


8 
معدل انزلاق الطرف العلوي - 071 


تتتتتقا تت ل للك وم 7 < - 01> (2 
+0 10 02 0 : 





01 1 ل 40 2 
44 10 02 10 


عد الزاوية يبن ا اله 5 /1:001 )ل قناقن 
سرعة تغيرالزاوية بين السلم والارض 3 10137 *10242 
مثال : نقطة تتحرك على الدائرة 0 - 3 + بر6 - 2ر4 + 172 + 22 فاذا كان معدل تغير الاحداثي السيني 
لها ©301723/566 عند النقطة (7)1,2 جد معدل التغيرل2 الاحداثي الصادي عند نفس النقطة . 
الجل : 


01 01 
معدل تغير الاحدائثي السيني - 07 2 معدل تغيرالاحداثي الصادي - - ٠‏ النقطة (2 , 7)1 


011 01 011 


01 
0 - 0 + 6 4 + 2و7و2 ل 21 0 - 3 6 4 
ع 1 ف ل ل حت +371 عر4 + شرو + شير 
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حم ١‏ متمد 


01 
8 01 01 
ا صححده - 18 ج 0 - 200 - 18 


مثال : مكعب صلد طول حرفه 0111© 8 مغطى بطبقة من الجليد بحيث شكله يبقى مكعب » فإذا بدا الجليد 
بالذوبان بمعدل 5/ 1113© 6 فجد معدل النقصان بسمك الجليد 4# اللحظة التي يكون فيها هذا السمك - 161712 
الجل : ام 
نفرض سمك الجليد - :1 


أ ااا ا ا ا 


نفرض حجم الجليد - 17 
01 
معدل نقصان سمك الجليد : ا سمك الجليد : 1 -غن1 
8 3 01 
معدل تغير حجم الجليد ٠:‏ 6611/5 نس ون 


حجم الجليد - حجم المكعب المغطى بالجليد - حجم المكعب الااصلي 





نشتق بالنسبة للزمن ‏ +(8) - *(2 + 8) حا 


01 1 2 01 0 
الاقاة ‏ 4 [آ| كك 2 - 1ه 2 1 
5 (10) -1- جه ((2)1 35 68 - 6 جح 0 (2(45.)2 + 3)8 --" 


01_ -1 
-- )0/5 
041 100 


معدل النقصان بي سمك الجليد - 0.016111/5 


حل تمارين (2 - 3) 
س1 : سلم يستند طرفه الاسفل على ارض افقنية وطرفه الاعلى على حائط رأسي فاذا انزلق الطرف الاسفل مبتعدا 
عن الحائط بمعدل 2111/5 فجد معدل انزلاق الطرف العلوي عندما يكون قياس الزاوية بين السلم والارض تساوي > 
الحل : 
بُعد الطرف الاسفل عن الحائط ! و2 
بُعد الطرف الاعلى عن الارض - - [ 7 0 
قياس الزاوية بين السلم والارض - - 


011 
معدل تغير بعد الطرف الاسفل عن الحائط ٠:‏ 2 5 


معدل تغير بعد الطرف العلوي عن الارض : (+- 2 ) 3 
نشتق بالنسبة للزمن ] “رز + كير ح كج 
(1) يات 2 4 00 - 0 
01 01 
نعوض 4 معادئة )١(‏ 2 0/3 - برج - - ١/3‏ ج - - د مجم ج ‏ - 0 1زم 
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01 
0 - 52 بد 2/3 + (2)2 


١-4 01 _ -2‏ 017 
0/3 42 بجرو/ل2 06 
س2 : عمود طوله 7.2172 4 نهايته مصباح يتحرك رجل طوله 177 1.8 مبيتعدا عن العمود وبسرعة 
7 30 جد معدل تغير طول ظل الرجل ٠.‏ وزاري“١١7/‏ دا 

الحل : 





01 01 
2121/5 جح بو4- - 37 بد 2/3 ج 0 - 27 عد 2/3 + هه 


نفرض بعد الرجل عن العمود - 2 
نفرض طول ظل الرججل - ل 
من استعمال (1011) او من تشابه المثلثين نحصل على 


0 
معدل تغير طول ظل ريل 52:7١.‏ 


7.101 


01 
معدل تغير يعد الرجل عن العمود : 00 عن 





18 000١ 
ل المثلث الصغير ب ع 0 71مع‎ 








1 4 1.8 72 
ب - 2 + - 
7 2-137 7 7 ون 
نشتق بالنسبة للزمن )ا 2 ع 7و3 ج برو داع ع و4 
59 1 : وف _-40 “ده _ 017 
معدل تغيير طول ظل الرجل 172/111111 10 00 حج 30 - : 3 0 


س3 : لتكن 10 نقنطة تتحرك على القطع المكاؤؤء 24 - 7[ جد احداثي النقطة 1/1 عندما يكون ال معدل الزمني 


' 3 
لأبتعادها عن النقطة ), 0) يساوي ثلثي المعدل الزمني لتغيرالاحداثي الصادي للنقطة 11/1 . وزاري 17١1١٠/د؟‏ 


الجل : 
207 05 1 1 2 
تكن النقطة 7 3 الغطع المكااث حد حل حظة + كلف 2ك كلك ب 
ليحن (10, 26 للشطع | الكاجاء لدي ماد اح كا 0 
3 5 
رتىء النقطلة ,1/0 1 ك المسافة بين ٠ [1 , ١‏ معدل الابتعاد : رن 
01 


المحدل الزمني لتغيرالاحداثشي الصادي للنقطة 1/1[ 0 


7 - :31 ) + 02د - جند) /ل. - 41[ 





زر - بر + 0(2 - | - 5 





 1-‏ -77075007 ا 





نضع |22 - بأ ذم برق - تر + قير كت 5 


9 
2 +207- 6117# وى جه 5 + بورق - 2بنم) + بر 
7 


045 _ 2022-22 - 240 2220-0 1( 2 )7-1( 


9 ع4 003 1 
2 +207 - 1 +27 -32) 2 7ب - 
بتربيع الطرفين (1 -37 - 2 + برج - 0 


(1 +22 - تبر )و - 5 + برج - 42 
0 - 9-9 ب+ربر18 + برق - 2و9 - 2رو4 ج و + بو18 - 2بو9 ع و + بروق - 2ر4 
- بو2- #بيرج (5- )+ |0 -:نو10 + 2#بور5-] 


0 > (2 - )1 
تهمل (0,0) 0 ع ج 0( -ح 7[ أما 
٠. 81)720/2,2(‏ 2 ح بر ج 2 - 2 ج 2 بز أو 


س4: جد النققنطة التي تنتمي للدائرة 108 ح 7و8 - 42 + 372 + 22 والتي عندها يكون المعدل الزمني 
لتغير 2 يساوي المعدل الزمني لتغير 7[ بالنسبة للزمن] . وزاري 230١1١1‏ اد" 


الجل : 
01 5 ا 011 0 0 0017 __ 013 
لس معدل التغيرا اومن و : سد عون الزمني ار : ]0 
(1).......... 108 ح بو8 ع دمر4 + كرو + قير 
.7 | عد 01 07 01 01 
نعوض يبدل كل 77 7 0 ---8--0+4 + 212 
011 011 011 011 011 
0 - (8 - 4 2 2 ج 0  -‏ - 8 _ 4 21-2 
١ 2100+ 21‏ ري 3 عل اع 27 عن 5 


2 + |0 ع 4 -برو2 + ع2]| ج 0 ح 8 - 4 + 231 + 2 جه 0 47 
نعوضها 4 معادئة الدائرة (1) (2.....)2 -2 حبر جح 0 -ح 2 رز + عن 


8 - (م 2 )8 - ج42 + 5م - 2) لس غير 
0 - 872-108 + 16 - ع4 + شمر + عر4 - 4 + غير 





0 - (6 - ) (10 +:2) ج 0 - 60 - يلك + ثر ج 2 + | 0 - 120 -2ر8 + 2122| 
نعوضها 2  )2(‏ 10- ح-تن 1‏ اما 
10,12 -) ج 12 - 10 + 2 ح بر 
نعوضها 2 (2) 6 - د أو 
(4-,6) ج 4- -ح 6 - 2 - بر 
“. النقطتان هما ( 4- ,6 ) , ( 12 , 10-) 
س5 : متوازي سطوح مستطيلة ابعاده تتغير بحيث تبقى قاعدته مربعة الشكل » يزداد طول ضلع القاعدة 


بمعدل (111/5© 0.3) وارتفاعه يتناقص بمعدل (172/5© 0.5) جد معدل تغير الحجم عندما يكون طول 


القاعدة 0112 4 والارتفاع 0111© 3 . 
01 
الحل : نفرض طول القناعدة - 12 03 ىن معدل زيادة طول ضلع القاعدة 
01 
نفرض الارتفاع -ح 1/ 05 عن معدل نقصان ارتفاعه 
نفرض الحجم - 177 
.. الحجم - الطول ا العرض «* الارتفاع 


“' القاعدة مربعة فيكون الطول والعرض متساويين 





7 - 7 

01 07 2 0 
--ع22,/ + :كمعن ح د 
011 7 011 011 


2 )4(2)-0.5( + ) 3()2()4()0.3( 


- - 16)-0.5( + 7,2 - -8 + 7.2 - -0.8 95 


حلول الاسئلة الوزارية حول المعدلات المرتبطة 
سؤال وزاري 1195 / د١ا:‏ جد نققنطة على الدائرة التي معادلتها 4 - 4 - 1/2 + 22 يكون عندها معدل 


إزدياد 7 مساويا لمعدل إزدياد 2 . 
01 _ 01 01 01 


الحل : جح د 00.) 22 معدل التغيرالزمني ل ٠‏ 2-2 معدل التغيرالزمني ل /[ 
(1)........ 4 دع4 - شريو + قير 
#-# الم 4# ي 2# ورور +4 
لح ون 0 عن 0 بي 4 2 231 
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2 + ]42-0 د 7 + مد 
0 01 01 
01 01 
0 -س ج [2-0 - [ر + حايي 
نعوض 2 معادئة الدائرة )١(‏ (2).......... 2-32 ح بر جه 0 - 2 نر +2 . 


4 دععره 4‏ تعر ديعر4 -4 دقع ج 4 دعر4 - 2 - 2) ل قمع 

0 ع (4 -2عا)ع + 0 :42 - 2ج جه 2 ج |0 -2ز8 212 

النقطة (2 , 0) 2 - 17ج 2-0 - نز جه 0 در 6111617 

النقطة (2-, 4) 2- -<2 ج 4 -- 2 -ح بز د 4 ع عر جد 0 - 4 -2 :01 

سؤال وزاري /١9917‏ دا: سيارة تسير بسرعة (1131/5 30) أجتازت أشارة مرورية حمراء إرتفاعها (17 3) عن 
سطح الارض وبعد أن أبتعدت عنها مسافة (372 31/3) أصطدمت بسيارة أخرى نتيجة عدم الالتزام بقوانين 


المرور جد سرعة تغير المسافة بين السيارة والاشارة الضوتيك . 


الحل ؛: 322 31/3 > 37 20 0011/5 2 فسلال اشير سرعنة السنادة 0 
اكد معدل تغير المسافة بين السيارة والاشارة 
9 + شير ح تيبو 
9 + 2م - 27 ج و + ترد (3073) سناد ٍِ 


2 ع ج 18 - در 
2 + [2 م2 - 2 بر2] 
3012 2غ 
3 062 
سؤال وزاري 7٠٠٠١‏ /د”: اسطوانة دائرية قائمة يزداد ارتفاعها بمعدل (112/5© 5 .0) بحيث يظل حجهها 
دائما مساويا (1123© 32076) جد معدل تغير نصف قطر القاعدة عندما يكون الارتفاع 12© 5 . 
الحل : 


011 
3 :3201 - 7 الحجم . 6111© 5 ح 8/ الارتفاع , 7 --- معدل تغير نصف القطر 


1/5 . ج (31/2)30 - 92 31/3 


01 
5 0.5 - 00 معدل تغير الارتفاع 


العلاقة ‏ |27" - 320|ج ج277 مرج ح ج3207 ج ([ مزج حر 
7 8 ح م جد 64 - 2م جه 722 (5) - 320 


5 
2 برج مر +2242 - 0 ج ,ر2.ر - 320 
011 011 
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م ١‏ 2 متجحكد 


01 01 01 
6 --805 +32 ج 0 - -16(.5). 5 +(64.)0.5 ج 0 - 2 .(8 ا 2) . 5 + (8(5.)0.5) 


كر فق _ كقى وو تقو 
60/5 وي - وى عق 0 


سؤال وزاري /5٠١9‏ دا : طريقان متعامدان يلتقيان 4 11 . تتحركت سيارتان من نقطة 11 كل منهما 4 طريق 
وكان معدل سرعة السيارة الاوئى 1211/11 80 ومعدل سرعة السيارة الثانية 1211/1 60 . جد معدل الابتعاد 


بين السيارتين بعد ربع ساعة من بدء الحركة من 111 . 


الحل . 1 /12١‏ 80 - - معدل تغير السيارة الاولى 








01 02 
7/ 60 - - معدل تغير السيارة الثانية / 7- معدل الابتعاد بين السيارتين 
7 


ابرع أ|السرعة ” الزمن ح المسافة 
الزمن 
١‏ سد / " 
اسن لحل 
المسافة التي قطعتها السيارة الاولى بعد ربع ساعة (3) - 2 »ا 80 - ون 20 
المسافة التي قطعتها السيارة الثانية بعد ربع ساعة (7[) - 5 ا 60 - يرن1 15 
15 - 7ز, 20 - 2 فيثاغورس 1/2 + 22 - 2ج 
5 -+ جح 625 - 2ج جح 625 - 225 + 400 - 15(5) + 20(5) - 2ج 
5 )0 6 5 02 > 
ل ل ل 0 
)0 01 02 
2 د ارج 


ا 2 
07 
(60) 15 ل (80) 0 - 11 25 


انا 100 - 2220 - 22 ج 2500 -2 25 ج 900+ 1600 -2 25 


سؤال وزاري /٠5٠١9‏ د7: سلم طوئه (1121 13) يرتكز على حائط شاقوثي ؛ فإذا كان نتحرك الطرف الاسفل للسلم 
مبتعد١‏ عن الكل لطس 5 4 . جد معدل أنزلاق الطرف الاعلى للسالم عن الارض 2 اللحظة التي يكون 
فيها الطرف الاسفل على بعد 5171 من الحائط . 


الحل : 732 بعد السلم عن الحائط  ٠2‏ 77 بعد السلم عن الارض 
و /[1[1ج 4 2 معدل تغير الطرف الاسفل عن الحائط مر 13 
وب 20 معدل تغير الطرف العلوي عن الارض 0 


01 


2 ح برج 144 - #بر + 169 - #برز + 25 جه 169 - ثرو + قير 


6" 
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2 2-61 برج ب خكوج 
1 عق ل 7 
)0 011 01 
12-2-6 +ه4) 5 ه 60- 
ل الي ا ل ل كن 
و - اله جه 27 - 2 جه 20- 22 12 ه 0 2 12 + 20 
3 011 12 01 01 01 


س وزاري 7١١8‏ / دا : يراد ملئْ خزان على شكل مخروط دائري قائم رأسه الى الاسفل » طول نصف قطر 
قاعدته يساوي (112 5) والارتفاع يساوي (73723 10) » فاذا كان معدل ملي الماء 111111/ 77123 2 ,2 جد سرعة 
ارتفاع الماء عندما يكون ارتفاع الماء يساوي (172 6) . 


الحل : نفرض نصف قطر المخروط - 15 2 نفرض الارتفاع - 42 202 نفرض الحجم - 17 
0 01 
معدل الحجم (ملى الماء) 2( م معدل الارتفاع 
(1) 21م حابر 
و 5 و 
حراج محم - 0 011] المثلث الكير 
نعوض )١( 2 )١(‏ 2 (272...22.02 حدم جه 20-7 ج 2 2 جح ح 0 411 المثلث الصغير 
12س 1 
: »2 01 دن 
شتق 283 - مر هج ,رز 120 عر حار 
ل ار 4 37 
2 2622-2 2 د 2 2 
6ك 4 12 44 
2ص «(ل0 01 5002 
000 تت 0 ل - 
/ 9 04 01 


مثال : قطعة معدنية على شكل قطع ناقص بمساحة ثابتة تساوي (72 60) وحدة مربعة فإذا أزداد طول 
محوره الاصغر بمعدل (0.2) وحدة طول / دقيقة فجد معدل النقصان # طول محوره الاكبر عندما يكون 
طول محوره الاصغر (172) وحدة طول . 

الحل : 

نفرض طول ال محور الاكبر - 2.0 ' نفرض طول ال محور الاصغر - 21 


010 0 
1 معدل تغير طول محوره الاكبر ( معدن تعير طول سخورة الاصمر 


المساحة للقطع الناقص 081 - 4/ علاقة اساسية 


1 7 8 + 3 0 زم د ورا 
)01 “50 1 1 0 - 7 -ح 11 





0 0 
*» التغير بالمساحة 0) 00 لأنها المساحة ثابتة . 


6 حم ج 12 -2 
601 


نعوض 2 )١(‏ 0 - - - ع ج (, 6) 0 - ,607 جد 17 - 4 
و - كك جو هن شك بوجوو ب كك رو +ع (10()0.2) -0 
27 م 71 7 1 1 1 (2. - 


00 27 1 


060202062 2 


: 1 
. معدل النقصان ‏ طول محوره الأكبر - ير وحدة طول / دقيقة 


ميرهننا رول والفيمة المتوسطة 
6-/ 


مبرهنة رول (01:©111 1116 5 '1*0116) 






اذا كانت الدالة 6ر: 
)١‏ مستمرة 4 الفترة المغلقة [8 , 0] 
؟") قابلة للاشتقاق 4 الفترة المفتوحة (5, 0) 


؟) (ه) / - (6) / 


فإنه يوجد على الاقل قيمة واحدة © تنتمي الى (3,5) وتحقق 0 - (©) ز 


رار 


ملاحظات : )١‏ هذه النظرية تعني هندسيا وجود نقطة واحدة على الافل تنتمي للمنحني وتكون موازية احور السينات. 
؟) عند عدم توفر أحد الشروط الثلاثة فإن ميرهنة رول لا تنطبق . 


مثال : بين هل أن ميرهنة رول تتحقق لكل من الدوال التالية ؟ ثم جد قيمة 0 الممكنة : 


[4, 0] ع +« , 5 - 2) - (#2) /ر (2 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة |4 , 0] لأنها كثيرة حدود 
؟) الداثة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (4 , 0) لأنها كثيرة حدود 
؟) نجد (0) / , (4) / 
4 - *(2-0) -(0) / 


4 - *(2-) - *(4 -2) - (4) ر 

:. (4) ث/ر ع (0) 6ر الدالة ث/ تتحقق مبرهنة رول ضمن الفترة المعطاة . 
2 -2) 2- - (1-) - 2) 2 - مز 
0 - 0)/ , -2) 2- د ن)ر 
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2 ج [2)2-6-0- 
(0,4) ع 2-م..ج 0جدمع-2 
[1.1-]ع ع«, ثعر 6ر3 + برو -ح (#2) عر زط 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة|1 , 1-] لأنها كثيرة حدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (1 , 1-) لأنها كثيرة حدود 
؟) نجد (1),/ ,. (1-)/ 
5 -1 +9+3 - 1(3-) - 30-1(5 +(90-1 -(0-1) /ر 
1 -1-- 9+3 - 1(3) - 3)1(5 +(9)1 - (1) /ر 
* (1) ث/ر ع (1-) كر فإن الدالة / لا تحقق مبرهنة رول لأن الشرط الثالث لم يتحقق 


[1,2-]ع ع 2+1ينر 


[1-,4-]ع ير 0 -0200 


الحل : مجال الدالة - [2 ,4-] 
2-1 -1 + 1(5-) -<(1 + “)سنا 
جه بر 


دآ 7 دآ ُ. وآ 3 1 ل 1 111 


-1-ج مر 
“. الدالة غير مستمرة لأن الغاية غير موجودة عند 1 - - 1 وهو الحد الفاصل للفترة 
.الدالة ث/ الا نتحقق مبرهنة رول 
[ط, ه©] ع «در عط ع (+*) رو (0 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الغترة |2 , ©] لأنها دالة ثابتة . 
") الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (8 , 3) لأنها كثيرة الحدود . 
م6 #- ()),- م)/ , 6# - (ط)م , #- هم)/ 
“. الدالة تحقق شروط مبرهنة رول وإن قيمة © يمكن أن تكون اي قيمة ضمن الفترة (8, ©) لأن 0 - (6)'/ دائما 


متال : بين هل أن هذه الدوال الاتية تحقق ميرهنة رول ؟ 
[0,5] »© 2« , 9--2ز/ةد ح (*) /ر (1 


الحل : )١‏ الدالة غير مستمرة على [5 , 0] لأن الدالة غير معرفة . 
*") الدالة غير قابلة للاشتقاق على (5 , 0) لأنها غير معرفة عند 3 - 2 . 
“. الدالة لا نتحقق مبرهنة رول 


[1,3-]ع * , ست 


221:-4 





- () /ر (2 


الحل : )١‏ الدالة غير مستمرة عند 2 - 3 لأنها غير معرفة . 
") الدالة غيرقابلة للاشتقان لأنها غير معرفة عند 2 - 2 . 


“. الدالة لا تتحقق مبرهنة رول 
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[1,1-] ع #« , يول ح (#) ير (3 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [1, 1-] لأنها مستمرة على المجموعة الحقيقية 11 . 
؟) الدالة غير قابلة للاشتقاق على (1 , 1-) لأنها غير معرفة عند 0 - 2 وسنلاحظ ذلك كالاتي : 
2 2 1_ 2 2 
ا تدججك - 23 جح ح (2) راج تر ح (22) / 
30/2 313 8 


“. الدالة لا تتحقق مبرهنة رول 


ملا حظة : 
©» الدالة المطلقة دائما مستمرة على اي فترة » ولكنها غير قابلة للاشتقاق عندما تكون 12 تجعل الدالة - 0) 
©» الدالة المثلثية 0116 605 , 07 5111 هي دوال مستمرة وقابلة للاشتقاق دائما لأن مجالها 1 . 


5 7- 5 
مثال : هل أن الدالة ا م ع #2 , «052© - (38)/ تتحقق شروط مبرهنة رول ثم جد © إن أمكن ؟ 


الح :« )١‏ الدالة مستمرة على | , ع 
؟) الدانة قابلة للاشتقاق ومعرفة على | , ع 
؟) نجد (ط) ] ,(©) / - 2 دمه - (ع-) 2 :مه - (ع-) / - © / 
-5 وم» - (2) 2 - (2) - (ط) /ر 
(ط) ] - (ه) / 


- - 2 زر 
0 )مم , ©2502- -ح 0 )ر 


11 7 

الماضاع 0 , 0 -©2 ج 0 -ع2 ج 0 - 251112- 
7 11 1 
لكام ا ح 26 


مثال : جد قيمة 0 للدالة [, 0] ع د , 0517© +5112 - (0)38/ التي تحقق شروط مبرهنة رول . 
الحل ٠:‏ “ الدالة نحقق شروط مبرهنة رول فنقوم بالاشتقاق 
5112324-51 ع (عد) ‏ 
0 - :نومع ح (2) زر 
0 - ن)ر , »© عند ح» وم» - )زر 


© 4011 - 1 ج مح 2065© + |[ ©5111 ع © 005©] ج 0 ع ع زو - © 5م60 


05 ع 3 دم 01 [-0)ءع 2 


لد جح اح م *61[26©1 
4 4 
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مثال ؛ اذا كانت الدالة [3 , 0] © 7 , 1 +28 + 222 - (2) ث/ر تحقق شروط مبرهنة رول جد قيمة 0 
الحل : "“ الدالة تحقق شروط مبرهنة رول 

(3) # - (ه) / .:. 

66 -<1 +20 + 2ع ج 1 + (3) 2 + 3(5) - 1 +20 + 2م 

0 -20-15 +2م 

0 ح- (3 - ©)(5 + م) 


5 - ع 0 :611111 
غير ممكن يهمل ‏ 3 - 0 01 
مثال : اذا كانت الدالة [3 , 2-] ع 72 | 35م - 22م -ح (2) /ر تحقق شروط مبرهنة رول جد قيمة 0 . 


الحل : “ الدالة تحقق شروط مبرهنة رول 
(3) # - (2-) ر .. 
3) - 0)3(5 - 2(35-) -2(5-)ه0 
5- 
7 - - - 0 جج 35- ح عن5- جه 27 8 ح ن4 + 90- ج 27 -90 -ح 8 ل نم4 


مثال : بين هل ان مبرهنة رول تتحقق لكل من الدوال التالية ؟ ثم جد قيمة ) عند تحقق المبرهنة : 
[2,2-] ع م« , كر د تجرق -ح (#«)ير (1 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [2 , 2-] لأنها كثيرة حدود 
"؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (2 , 2-) لأنها كثيرة حدود 
؟) نجد (2)/ , (2-)/ 
6 - 32-16 -2(14-) - 2(5-)8 - (2-)/ 


6 - 32-16 - 2(4) -8)2(2 - (2)/ 
(2)/ - (2-) / 
3ر4 -ع16 -ح (من) رز 
0 ع )2م , ت43-»ع16 - 0 )ر 
4 + [0 -ح ع4 -ع16] 
0 ع (كم -4)م ج 0( حاتم م4 
(2:2-) ع 0 ح »© جص[ ]1ه 
(2,2-) © 2+ حدم ج 4 ح لع ٠زم‏ 





مثال : بين هل ان مبرهنة رول تتحقق على الدوال الاتية ثم جد قيمة ) عند تحقق المبرهنة ؟ 
[27 , 0 , 5222# ح (3#2)/ر (1 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على الفترة المغلقة |27 , 0] لأنها دالة دائرية . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (212 , 0) . 


؟) نجد (2172)/ ,. (0)/ 
0 ح- (0) ةد ع (0) /ر 


0 ع- (ع27) :1ؤأى ع (ع21) / 
(2370)/ - (0) / 

. الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا نفرض (© - #) ونفرض 0 -ح (©) / 
0605© - (د)] 7ت ن اناد - (ن) ز 


2-0 ومن جج »نح ومع - )زر 
31 11 11 
(27, 0) ع سر دع ”07 , (0,272) ع كع دم 611121 


[9, 5]) , 9-(2*) /ر(2 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة [9 , 5] لأنها دالة ثابتة . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحكة (5,9). 


؟) نجد (9)/ , (5) / 
9 - (5)/ 


9 - (9)ر 
(9), - (5) ر 
“. الدالة تحقق مبرهنة رول وان قيمة (6©) يمكن ان تكون ضمن الغترة (9 , 5) 


[2,2-] ع2 , 2ير - 1/16 ح (2) /ر(3 


أوسع مجال للدائة [4 , 4-] 4+ دع جح 16 - 2ج جح 0 - 2ع -16 :.. 
)١‏ الدالة مستمرة 4# الفترة المغلقة |4 , 4-] لأنها مستمرة على الفترات الجزئية . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (4 , 4-) 
*) نجد (2-) ث/ , (2) / 
2- 4 -16/ - 2(2) - 7/16 - (2) / 
(2) بر - (2-) ر, . 2- 4 -16/ - 2(2-) - 16ل - (2-) / 


“. الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا تشركن (6 ح 34 ) وتفرعن 7210 (ع) تر 
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/ 7-1 - 2 
دعسم ع حت زر 
1 فير -16/ 2 2ب -20/16 لحار 

ا 


2ع - 1/16 





40 4-) ع 0 حدم ج 0 دع ججح 0 - 


ملا حظة : نقوم بتطبيق شروط الاستمرارية الثلاثة على الدوال التسبية . 





د صن ره 


[1,1-] ع2 , 5 
)١‏ مجال الدالة هو 1/2 حيث إن 2 + 2 7 0 + 2 - 1 
الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة |1 , 1-] لأن الفترة تقع ضمن مجالها . 
") الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (1 , 1-) لأن الفترة ضمن مجالها . 





0م 1(25-1) 
جد سد بح ال سيم لح 1 
0 1-0 (1) / 
0 1(5-1-) 
0 ج ‏ شتالا لم جء جح (1- 
الا 
(1-) ثرح (1) / 
“. الدالة تحقق شروط مبرهنة رول لذا نفرض (© - #) ونفرض 0 ح (©) / 
1 +4 -ث2رمر 1+ 2ب ع4 - 222 (22-1(.)1) - («2) السك 0 
27 - م 0 72 -2) 0 27 - م ح- (2) /ر 
: 1 +ع 4‏ ثم ٍ 
0 > رع)/ر , له 
00 00 1 2_0 2ي4- _ 2 4+1 تك 
نستخدم طريقهة اكمال المريع لحل المعاد لك 4 - (2-) - 6 0 -1+ع4- م ج 0 - 12 )2 


سدح دح بوتي بالقيفت ما ص نه اح س4 دع فاب لم وك وم جبو قت قن 
(1,31-)ع 2+ 1/3 دحم :زم (131-)#© 2غ 3/د دع «تمزعنزم ‏ 3+2ل/ط دم 
[7, 0] ع 2< ,. 2 0605© -2 :5121 2 ح (22<) /ر(5 
١)الدالة‏ مستمرة 4 الفترة المغلقة [7 , 0] لأنها دوال مثلثية . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (75, 0) لأن الفترة ضمن مجالها . 


؟) نجد (7) ثر , (0) / 
1- -(1) -(2)0 - 21 205 - 1 5111 2 -ح (ع72) /ر 


1- -(1) -(2)0 - (2)0 5م» - (0) :5 2 ح (0) /ر 
(0) ث/ ح (2) /ر 


“. الدالهة نحقق شروط مبرهنة رول وتوجد فيمة واحدة على الاقل (ط, ©) ع © وتحققنق 0) - ©) / 
25112 2-1 205 2 - )220 .23 -) عر ومع 2 ح (2) زر 
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0 - )م , ©2582 جع ومن 2 - )رز 
0 ح- (© 05» © 22517 + © 26605 7ج 0 -ح 2 25111 ل © 205 2 
0 ع ره منئزى 2 + 1)»© 205 ج 0 ح © 2205 © 45111 + © 205 
(,0) ع 2 حم .: 0ن وم ج 0 ع »© 5م20 2 :611111 

-1 


11 
زاوية الاسناد 0 - - 5111 ج 1 - ح م :51171 2 ج 0 ح ع :11د 2 + 1 :01 


4 4" 
(0,2) # سدح مس لاج دعم 


6 6 
1 >« 6+ع4 2 
12 - و" 6 
1 ح ع 7 دك - 7 000 
الجل : 
مستمرة لأنها كثيرة حدود ‏ 1 <ح 2 ٠7‏ 41 - 7 


نطبق شروط الاستمراية الثلاثة على هذا النوع من الدوال 


3 -<(7-4)1 -(1ي (1 
مآ ع 3 - (4)1 - 7 - ريه - 7) جنا (2 


وآ - 3 ح 6 + (4)1 - 1(5) ح (6 +4 - دنا 
ب 3 


الدالة مستمرة على الغترة المعطاة ‏ 3 - (نتر دنا - (1)/ر (3 
جير 
1 < عر ؟ و - هر 


4- - '(1) / 
2 -4-(2)1 -ح -(1)ر 
المشتقة من اليمين لا تساوي المشتقة من اليسار لذلك فإن الدالهة غير فايلة للاشتقاق ولا نتحقق ميرهنة رول 
مثال : ابحث تحقق مبرهنة رول على الدالة [3 , 3-] © 2 , |:| - (:2) / 


الجل : 


0 > ع ١‏ 26 - 
حي ل ! > اها - ©) , 


0 - (0)/ (1 
رسآ - 0 - (2) لتلل )2 


دآ - 0 ع (ع«-) 11111 
2-0 


د 13د 





الدالة مستمرة على الفترة المعطاة ‏ 0) - مدنا - (1)/ر (3 
حير 


0 > عن 7 1-) _ , 
1 < بر 9 !- ©6)/ 


/')0(+ - 1 
/')0(- - -1 


المشتقة من اليمين لا تساوي المشتقاة من اليسار لذلك فإن الدالة غير قابلة للاشتقاق ولا تحقق مبرهنة رول 


مبرهنة القيمة المتوسطه 


اذا كانت /ر مستمرة 4 الفترة المغلقة |2 , ©] وقابلة للاشتقاق على الفغترة المفتوحة (2 , 0) فإنه يوجد على الاقل 
قيمة واحدة © تنتمي الى الفترة ( , 0) وتحقق : 


(4 -6 )0 )/, - م ,رمم و علطلا - نر 


6-0 
)١‏ المماس // الوتر اي ان ميلاهما يي ا التفسير الهندسي 
0) 17 
") ميل الوتر المار بالنقطتين 18 , 4 يساوي 7 ى َ 
0-ط و4 ((م)ء (يع) ] > وررل! )ع 
*') ميل المماس للمنحني عند © ح المشتقة الأولى للدالة /ر م 6 


عند © اي (©) / . 


:) المماس والوتر متوازيان لذا يتساوى ميلهما اي ان 





0 - م 
8١‏ 5 
لإيجاد قيمة © التي يتحو 147ل -ح (0)/ يجب توفر الشرطيين التاليين ‏ 


]0 , 2| ان تكون /ر دالة مستمرة 4 الفترة المغلقة‎ - ١ 

؟- ان تكون / دالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (8, 0) 
ملاحظة : 
إن مبرهنة رول هي حالة خاصة من مبرهنة القيمة المتوسطة ففي مبرهنة رول يجب توافر شرط ثالث هو 
(5)/ - (0)/ اي ان الوتر والمماس يوازيان محور السينات اي ان فرق الصادات - 0 لذا يصبح الميل - 0 فنحصل 
على 0 - ©)/ 
مثال : جد قيمة © التي تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة لكل من الدوال الاتية : 


وزاري 7١١7‏ /دم [1.,7-]ع عع«,ب 4 +62 - 2ج - (2) ير (2 


الحل : ١)الدالة‏ مستمرة 4 الفترة ]7 , 1-] لأنها كثيرة الحدود . 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة (7, 1-)لأنها كثيرة حدود 
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6 - 22 ح (من) رز 





ميل المماس ‏ 26-6 ح (©)/ 


0 11-11 70-712 71 ا (م2,6-(6 / _ / 
ميل الوتر 0 ل ل ل ا لل - (ع6ار/ 





:” ميل المماس - ميل الوتر 
(17-) ع 3 -عحم ج 6 -ع2 ج 0 - 6 -20 
[0, 4-] ع 2 , 2ج - 1/25 ح (2«)/ر رط 


الحل : '“ أوسع مجال للدالة 
[5,5-]عع« جه 5د دج جدات - 25 بج ( < 2ير - 25 
)١‏ نبحث الاستمرارية 4 الفترة [0 , 4-] 
ء 2م - 1/25 - 02 ) م ج [0, 4-] ء ‏ ؟ 
3 - 77/9 - 16 - 17/25 - 2د - 25ل مطل - مار ستل 


5 - 1/25 - 0 -1/25 - 2ير - ١7/25‏ دن! - تر ذا 
-2 -2 
“.الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة |0 , .4-] 
١؟)‏ الدالة قابلة للاشتقاق عند الفترة المفتوحة (0 , 4-) 
- ّ 2 6- 7 
ارم رح حك لنار 


1 5-3 _ 0-1-2 1 6ل-( 1 د جع 
0-4 0 -رآ 0 (ع) ‏ 





- 6 


0/25-2 20 
بالتربيع 04 - 1/25 -26- 





ميل المماس - ميل الوتر 
5ل ددم جه 5 - د ثم جه 25 -2م5 جح 25 -ث2م م4 جح 2م - 25 - 42 
(40-) © 5ل/د دم مرمبزغزه 


(40-)ع ولسدم 01 
[7, 0] © 2 ,ث 5222*2ى + 2+2 ح ر(جد)ر © 


الجل : 
)١‏ الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة [75, 0] لأنها دالة دائرية 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (7, 0) 


الشروط متحققة فإن مبرهنة القيمة المتوسطة متحققة 


ميل المماس ‏ (©) 0605© + 2 -ع (0)/ ج ير ومن + 2 - (2)]/ جح رن :زد + 22 - (د) ز 
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59 0 2 _ 0-(517+ع21) _ (ه)/-(6) / 
ميل المماس - ميل الوتر ‏ )2 ميل الوتر ل كدر نيه - (ع) ر 


(©1, 0) ع دم ب 0 - (ع) 205 ج 2 - 2 -ح (»©) 2065© ج 2 ح (0©) 05ح + 2 
مثال ؛ اذا كانت 4م42 - مر ع (2) / : © ج إط , 0] : / وكانت / تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة عند > د 
فجد قيمة . وزاري 7٠١١46‏ /دا 
الحل : 
8 - 32:2 - )ع جح 2ر4 - تير ح (ن) رز 


ع8 - ع3 - )زر 


- 2 4 2 4 16 -2 

ميل المماس ه - كف - 2 -وٌ - روه - 9 -() 1 
١‏ 2م د طش ةطط _ 0-تطفحثط _ (0/-(ط ] _ 00-1600 / 

ميل الوقر ‏ 40 2 الى 000 و 0 0م 5-6 - 0/ 


ميل المماس - ميل الوتر 
0-(2()5-2-م) جه 4-0 +ةم4ه- 2م جه 4- - 45 - 2م 


بالجدر 
2 -5 ججح 0 - 25 -(6) 


التقريب بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة (نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة) 
اذا كانت /ر دالة مستمرة ومعرفة على |12, 2]| وقابلة للاشتقاق ذه (2, 3) ولو اعتبرنا (0 -2 - 72) فان 
7 + م - ادا لف اده , 0 © 2/ فإنه بموجب مبرهنة القيمة المتوسطة نحصل على 
0/0 + (0)ر > (1 + م)م| جب (0) 1 السك ١0‏ )م جه 00 ره)1-(0)/ -( )/ 
وعندما يكون اقتراب / من 0 قريا كافيا ا 0000 000 
اي ان المماس عند © سيكون مماسا للمنحني عند نقطة قريبة جدا من النقطة (0 - 3) ولذلك يصبح : 
(0)]/ 2 + (م) ثر > (8 + ©) /| ويقان ل (0) /8/ التغيير التقريبي للدالة . 
ملاحظة : لإيجاد القيمة التقريبية بأستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة نتبع ما يلي : 
)١‏ نفرض دالة على شكل السؤال ونختار قيمة ل 0 قريبة من القيمة المعطاة 2 السؤال بحيث تخرج (0) / مضبوطة 
ونجد (©) / 
١؟)‏ نجد قيمة !١‏ حيث 0 - 6 - / 
تجد (0) / 
؛) نطبق القانون (0) / 1 + (©) ث 2ت (1 + ©) 6 حيث (©) 2 1 هو التغيير التقريبي للدالة . 
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النوع الأول : عندما تكون الدالة موجودة 4 السؤال 
مثال :اذا كان 5 + 4 + 32:2 + 5 ع (2) /ر فجد بصورة تقريبية (1.001) /ر. 
الجل : 


نفرض اقرب رفم للعدد المحطى يسهل حسابه 1 - 0١‏ 


1 - م 
1 -1.001-1 جح عن م دعر 
5 + 44 + 32 + ثم -ح رم) زر 
3 -ح 5 + 4 + 3 +1 - (1)/ 
3 - 4 +6 + 3 -(1)/ ج 4 + ع6 + 322 - (ن) زر 
(00)] 1 + زم) رت رط+ ه) / 
(0.001()13) + 13 2 (1.001) ير ج (0.001(/)1) + (1)/ 2 (1+0.001)/ 
73 2< (0.013) + 13 2 (1.001) / 
النوع الثاني : عندما تكون الدالة غير موجودة ف السؤال 


مثال : جد باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة تقريبا مناسبا للعدد 1/26 


الجل : 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه ‏ 25 - 0 
6 - م 
1 ع 25 -26 -» -( ,م 
عداد - (ت) ر 
1 : 
حج ح زد 
30 3 
5 - 1/25 - (25)]/ ج علد - (ه) ز 
1 1 1 1 / 
- - (ه)ر 


10 (2)5 2/25 20/06 
(00)] 1 + زم) رت رط+ ه) / 
5.1 - (1()0.1) + 5 < (26) ير 7 (1(/)25) + (25) ير 2 (1 + 25) / 


مثال : اذا كانت 5 + 3/37 - ()/ جد قيمة تقريبية للدائة (1.002  )‏ 
الحل : 
نفرض 06-1 
2 - م 
2 - 1 - 1.002 -2 م د عر 
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5 + 1/32 - (م2) رز 
1 3 


00-17 33/3652 0 / 
2 - 17/8 - 5 + (3/3)1 -00)/ 
>2 ل الت طدرام” 
ا يي ل 0 
5 - 0.00050 - (0.002()0.25) - (0)'/ 
5 + 0.0005 + 2 2 (7 + 0.002 +1))/ ج (م) “م + (0), 2 (« + ه)ر 








مثال : جد التغير التقريبي للمقدار ‏ 3 + 0.98(4) + 5/)0.98(3 
الجل : 
نفرض 06-1 
8 - م 
2- - 0.98-1 ح ملم دعم 


3 

3 + كير دهع - 3 ل كر + قرلا ح بر 

2 30 
1 ل 5 ل 
3 د 2 3 | | 
6 - 4 1و ح *(1) 4 + 15) - -(1)/ ح- (ه) /ر 
2ك- - (4.6) 0.02- -ح رز ه) '/م/ 
متال : اسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها يساوي نصف قطر قاعدتها حجمها 12477 جد نصف قطر قاعدتها بصورة 


تفربسيك4 . 


»*© ي‎ ٠» 


الحل : الارتفاع يساوي نصف القطر 7 حم 
3موحج ح ج1247 جح مرجم ح رو جح م[ مرج ح مز جح ([ 2م جر ح نر 
4ت ج124 - 13 
نفرض 125 - 0 
4 م 
1- - 125 124 ح مج -ث( ‏ ح ,م 
1 / 3 

ع (لم)#) جح را ح وير 

5 - 1/125 - (125)/ر - 0)ر 


1 1 1 
33/012522  3)05(20 75 | 0 








55 02م ح له تع 
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73- --(1(.)0.013-) ع (ه) ‏ / 1/ 
7 2 0.013 - 5 2 (0)'/« + (0)ر/ 2 18 دمر 
ملاحظة : اذا كان المطلوب ايجاد حجم المادة او كمية المادة نكتفي بإيجاد (0)'/ /١‏ اي التغير التقريبي . 
ثالثا : عندما يكون 2 السؤال عبارة من قانون مساحة او حجم اوما شابه ذلك 


مثال : كرة مجوفة قطرها 30111 وسمك الغلاف 20172 .0) جد حجم المادة المصنوعة منها . 


الجل : 
3 - 0 
2 م/م 
4 
-- 
7 7 1 


41 
2 ح-ح '(2)] ج 0-2 - () رز 
367 ع 41)3(5 ع (3) '[1-(ه) '/ 
حجم المادة المصنوعة 7.276 - (0.2()3675) - (0) '/:! 


مثال : مكعب طول حرفه 012 9.98 جد حجمه بصورة تقريبية بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الجل : ليكن 17 حجم المكعب الذي طول حرفه 2 93 


قو كت زيوات 


9 -<زطم 
كم 


7)10(- 10 - 0 
3 


2ل- -10 - 9,98 ع 0 -(0 ح م جه 


0 - (0) 7 
0 - :3)10(2 - (10)'س ج 2ع 3 - (م) “ته 

(17')0 8 + (»4) مد 2< زط + م) جد 

(0) '0.02(177-) + (27)10 2 ((0.02-) + 7010 
ثيب 994 2 (0.02(0300-) + 1000 2 (70)9.98 


/ 


مثال ؛: نتكن 22لا - (2) /[ فإذا تغيرت 2 من 8 الى 8.06 فما مقدار التغيير التقريبي للدالة . 
الحل . 8.06 - 8 ,ر 8 - 0 


قد - قو - مام 


] 0 - + 


١ 
ا‎ 


33/ 
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6 ح- 8 - 8.06 ح 0 - طم عد / 


1 2 2 7 7 
0 - (8),/ ح (م) زر 


مقدار التغيير التقريبي 2 - 6 (0.06) > (م)/م 
مثال : يراد طلاء مكعب طول حرفه 1122© 10 فاذا كان سمك الطلاء 1112© 15 .0 أوجد حجم الطلاء بصورة تقريبية 
بأستخدام نتيجة ميرهنة القيمة المتوسطة . 
الحل : ليكن 17 حجم المكعب الذي طول حرفه 1 ب سمك الطلاء - 0.15 + 0.15 - 0.3 

طول حرف المكعب مع الطلاء 10.3 -/ 
نفرض 10 - 0 اقرب رقم للعدد المحطى 

3 - 10 -10.3 -ح »0 -[ حدم 

رج ح (2«)ة ج ثير ح (يرات 

0 -ح *10(5) 3 ع (10) ' جه 384 -ح (2)0 

حجم الطلاء بصورة تقريبية ‏ 1113© 90 2 (0.3(0)300) ع (12)10 2 (2)0 1( 

مثال : بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة جد وبصورة تقريبية ومقربا لثلاث مراتب عشرية على الاقل كلا 

مما يأتي : 
وزاري 7٠١١١‏ /دا 8 (2 
نفرض 89 - 0 


8 - [م 
2 - 8 0-78 -5 -ح م 


حب - 00[ د علا - 00 / 


2 - 1/8 ع (8) ,ر - (م) / 


0)03) اف 2 د 2 ل 
ْ 12 2(5) 3 33/2 


(8) / (0.2-) + (8) / 2 ((0.2-) + 8) 1 ج رم) ]1+ ره) ] 2 رط +م) / 
4 1ت 0.0166 - 2 2 (0.2()0.083) - 2 2 (7.8) / 


/ )20( - / )8( - 


51/17 + 7 


نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 16 - 0 
7 -ما 


1 ع 16 -17 - م/م 
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1 1 
تر/4 د20 
6 -2 +4 - 1/16 + 1/16 - (16) / 


1 ع 
+ جع - (16) / 


- ©2) # ج رلا + عا - تار 


5 4+1 1 1 1 1 1 
م ا ا 0 1 6" 


(00) 87 + رهم) ,رك رط + ه) / 
6 2< (1()0.156) + 6 2 (16) /(1) + (16) يرت (17) /ر 


2722© 
نفرض 0.125 - 0 
0 - طم 
5-- - 0.125 -0.120 -ه حم د عر 
دل - 0 / 
1 
3102 
5 - 1/0.125 - (0.125) ,رح (0)ر 


7-13 1 25 كك 5 لش4ل- شط -(0125 - / 
ْ 0.75 7 (3025 20527 - وحصمم :3 - ( لر 760 


(ه) | 2+ رم) , 2 (« + ه) / 
(0.005()1.333-) + (0.125)ير 2 (0.12)/ 
5 خخ 0006665 - 5 .0 2 (0.12)/ 


- )زر 


متال : مخروط دائري قائم ارتفاعه ثلاثة امثال نصف قطره فإذا كان نصف قطره 1.90 جد حجمه بصورة تقريبية 
بإستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطكة . 
الجل : 


ج27 3 ع ارو | برع ح 7 
8# ح 6)2(3 - (2),/ - (م) ر 
ئ ادي ور بين ا 072077025007 < 


جم 2١‏ متجعحكد 


1 - 31:)2(5 - (2)'[ - (ه) ']/ 


(ه) '[/ 1 + زه)/ - رز[ + ه)/ 
6.88 - 1.271 -ع87 ح 0.1(127-) + ع8 - ((0.1-) + 2)ر 


حل تمارين (3 - 3) 


س1 : أوجد قيمة © التي تعينها مبرهنة رول 2 كل مما يأتي : 
[3.,3-]ع 2« , 9# - ثم ع (82) /ر (2 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [3 , 3-] لأنها كثيرة حدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (3 , 3-) لأنها كثيرة حدود 
؟) نجد (3) ث/ر , (3-) / 

0 - 27 + 27--(3(3-9-3-) - (3-) / 
0 - 27 -27 - (9)3- 3(3) -(3) /ر 

“. الدالة تحقق مبرهنة رول نفرض 0 ح (©) ثر ‏ 2 (03ث/ -(3-)/ 
3222-9 ع (2) زر 
9 - ع3 ح ) /ر 
(3,3-)ع 70/3 دم ج 3 تم جه 9ح 32 ج 0 - و9- 302 


22 *, 3 + 22 - © / (م 


الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على الفترة |22 لاخ |22 © 0 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , 6 لذن 2 6 06 
نجد (2) ث/ر , (3) / 


4+1-5-- + (2) 2 - (2) /ر 
“اداه تصق برد 1852474 0 - 60 2 2) م - ) / 
1-ير2 ل 2 ح («) م جح + 2 -ح (<2<) /ر 


])06 - 2- 2223-2-5 
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جم 2١‏ متجعحكد 


2622-2 2 
2 - 2625 ج 0 - 2 -2ع2 جح 0 - 7 ب 0ك -2 به كي -2- مم 
ح ح 





تمل السائب [2,2) © 1- دم .ا (2,2) 6 1 دممح 2-1 . 


[1.1-]ع » ,22-3(5) -ح ره ر 0 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [1 , 1 -] 
"') الداثة قابلة للاشتقاق على (1 , 1-) 
*) نجد (1)/ , (1-)/ 
- 3(4 -1) - (1-)/ 
- 3(4 -1) > (1)/ 


.الدالة تحقق مبرهنة رول نفرض 0 - (©)/ 20 (1)/ -(1-)/ 


(3 -22) ع4 ع2 .(3 -22) 2 - نا زر 

0 -(3 - )42 ج (3 - “م) ع4 - نل ) / 

(11-) ع 0 عدم ج 0 ع4 ١رجص[‏ ]زه 

(11-)# 7/ود+ دم جح 3 - ثم جح 0 - 3 - 2م :رو 


س2: جد تقريبا لكل مما يلي بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة : 
3 + 1/63 (2 
الجل : 
نفرض 64 - ) 


3 - م 
1--64 -63-»-م دعر 


ولا دعل - (2) رز 
2 -4 + 8 - (64) / ج 1/64 نا - (64) / 


1 
0 - 7 3 

, 1 

/ )64( - 00 2 : 2 0-6 

1 4 -1*ة .1 ,1 2 1 ص تل-نيو 
12 48 48 48 16 30160 2 (208 (64)/ 
3 ح- (64)/ 


(00)] 7+ (م) رت (« + ه) / 
 - 115570151711837:‏ آ777/177171177:77آآ1ر 





7 - 0.083 - 12 2 (1(/2)64 -) + (64) / 2 ((1-) + 64) زر 
1.04(4) 3 + 1.04(3) (ط 





الجل : 
نفرض اقرب رقم للعدد المحطى 1 -ه 
4 - م 
14 - 1 -1.04 م 
كبر 3 + ثمر ع (من) /ر 
4 - 3 +1 - (1) /ر 
2 + 322 ع (ن) زر 
5 - 12 + 3 -(1)/ 
00 ) ]1 + (م) زر 2 (« +دم) / 
4.6 -ح 0.6 + 4 2 (0.04()15) + (1) ,رت (1.04) /ر 
1 
ج32 0 
الجل : 
نفرض اقرب رقم للعدد المعحطى 8 - 0 
9 - م 
1 -9-8-عم, 
ا 0م جه و حي - هن / 
ب غ2 ل جح (ن2 7 2 تحجن جح جح رزلال 
71/114 20 
1- / 
حب ح- (ه) 
ِ-" / 
1 _ 
تك !0 1 1 1- 1- 
_- - (8) ر 


48 16 3 24) 3 184 
(00) ]2 + (م) رت (« + ه) / 


/ )8 + 9 - / )8( + )1(/2)08( 
-1 1 1 24 - 1 23 0 
48 2 487 48 148 


171537551117711 :1 117ل 





1 
00 (0 
الجل : 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 100 - 0 
1 -(ما 


1 - 100 -101 -م/ 
سر - 2 - هن / 
2 - )رز 


1 
1 - - ح- (100 
مم -(100) / 


ا 1ج ا 1ج __ هم 3 7 
1) 0 ح > (100)- - (100)/ 


١ ])00(‏ + رم) , 2 (« + ه) / 
(1(/2)100) + (100) يم > (1 + 100) /ر 
9 0.0001 -0.01 2 (0.0001-) + 0.01 2 (101) /ر 


- 1/55 ذل 0 
نفرض اقرب رقم للعدد المعطى ‏ 0.49 - 0 
0 - [ما 
1 - 0.49 - 0.50 - / 
عداد - () / 
1 / 
حت كك زر 
 3:( 7‏ 
7 - 1/0.49 ع (0.49) / 
10 1 1 1 5 
 _ - 4‏ حع د - للب ح (0.49)/ 


14 1.4 (2)0.7 49 207/0 
(ه) ]2 + ره) رات رط جده) / 
(0.01()0.714) + 0.7 2 (0.01 + 0.49) / 
4 خ- 0.00714 + 0.7 2 (0.50) / 


س3 : كرة نصف قطرها (1123© 6) طليت بطلاء سمكه (7172© 1 .0) جد كمية الطلاء بصورة تقريبية بأستخدام 





نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة . وزاري ٠١١5‏ / دا 
الحل : حجم كمية الطلاء - حجم الكرة مع الطلاء - حجم الكرة 
1 - 2 وهو يمثل نصف القطر للكرة مضافا له كمية الطلاء 
نفرض اقرب رقم للعدد المحطى 6 - 0 
1 - 6 -6.1 -/ 


3 4 
ان - 17 


4 
تير جر 4 - 312:2 :1 م ح )2 


“و ع7 4 - رزواة 
.144 - 6(5) ع 4 - (2)6 
كمية الطلاء بصورة تقريبية ‏ 14.476 - (0.1()14472) - (2)0 (١‏ 
س4 : كرة حجمها 1113© 84715 جد نصف قطرها بصورة تقريبية بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الحل : نفرض الحجم - 177 
وى كعبق القادق > :1 
3 4 4 
2063 63 - ماج 3 3م .ا ج الل - :847 ج75 آ_ن 
نفرض اقرب رقم للعدد المحطى ‏ 64 - 
7 م 
1- - 64 63 -/ 
دا - 6 / 
1 
2 - () ث/ر 
4 - 1/64 - (64) زر 
1 


1 
002 يي > تيج - حر - (64) / 


١ ])00(‏ + رم) , 2 (« + ه) / 
21 3.98 - 0.02 -4 2 (1(/)64-) + (64) / 2 (63) / 





س5 : مخروط دائري قائم ارتفاعه يساوي طول قطر قاعدته » فاذا كان ارتفاعه 1171© 2.98 فجد حجمه بصورة 
تقريبية بأستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة . 
الحل : 
نفرض الارتفاع - 1/ | نفرض نصف القطر ح :1 
نفرض اقرب رقم للعدد المحطى ‏ 3 - 60 2 2.98 - [ 
2ه- ح 3 22.98 ح م -[ز عد ,)م 
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م ( 2 متجععد 


م -ماه [2-ه | م 2 دان 
لك دم 
2 3 
1 
0 كار 
مم 2 دق ج 37:2 دم 
ج 2.25 - د - 3(7) ج 2 - (3) 27 


25 - 1 - ) 11 : - (2)3 ج كوعر : - (2)0 

(©)2 71 + (©)مة 2 («] + م) مد 

7 0.045 -ع2.257 2 0.02(2.257) -دع 2.25 2 (0.02(2)3-) + (3) مد 2< (2.98) 1ه 
تيون ع 2.205 2 (2.98) 7 


س6 : بين ان كل دالة من الدوال الاتية تحقق مبرهنة رول على الفترة المعطاة إزاء كل منهما ثم جد قيمة © . 
وزاري 501١١‏ /د1 [1,3-] , *#(1 -#) - (#2)ر (2 
الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [3 , 1-] لأنها كثيرة الحدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (3, 1-) لأنها كثيرة الحدود 
*") نجد (3) ,1 -) /ر 
6 -1-1(4-) -(1-) ر/ 
6 -ح :1 - 3) -(3) / 
“. الدالة ث/ تحقق مبرهنة رول (3) ث/ر - (1 -) / 
-0)/ر 5 46-15 - م/م + 13 - ع4 - 00 / 
4 ج [0 ح 1(3 جح ع) 4] 
(1,3 -) ع 1 2-2 هج 0 -1 -م جه 0 -ح 1(3 -ع) 


[1,1-] , # -ح ةيرح رعمم رط 


الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على [1 , 1-] لأنها كثيرة الحدود 
؟) الدالة قابلة للاشتقاق على (1 , 1-) لأنها كثيرة الحدود 
؟) نجد(1 -) 72 ,(1) / 
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-1+1- -(1-) -1(3-) - (1-)مم 
0 -1-1-(1) -1(3) -(702)1 


“. الدالة 72 تتحقق مبرهنة رول (1) 7 ع (1 -) / 
ومعدع)'م 2 1 - ثم 3 -ح )'م_ جه 1 -322 ح )م 


0 -1 - م3 


د له 0 
(1,1-) © 72 6 , (1,1-) ع ع دم جه د د م + 1 -302 


[1.4-] , «*3 - 2ج -ح (ه) و 0 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة على |4 , 1-] لأنها كثيرة الحدود 
") الدالة قابلة للاشتقاق على (4 , 1-) لأنها كثيرة الحدود 
*) نجد (9)4 , (1-)9 
4 - 3 +1 -(1-)3 -1(5-) -(1-) و 
4 - 12 - 16 ج (4) 3 - 4(5) - (4) و 


“. الدالة © تحقق مبرهنة رول (4) 9 - (1 -) 9 
0 - )ثم 2 3 -ع:2 - 00 )و د 3 -22 - ماو 
0 - 3 -ع2 


3 
(1,4-) ع 2 ده ج 3 - 20 


وزاري 7١١4‏ / دا [27 , 0] ,. 2057© 2 +«2 205 ع (#2) / (0 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على [272 , 0] 
"؟) الداثة قابلة للاشتقاق على (2712 , 0) 
*) نوجد (212) ث/ر , (0) / 
3 - 2 + 1 -ح (0) ومع 2 + (0) 5م» ع (0) /ر 


3 -2 +1 -21 205 2 + 41 205 ح (ع21) /ر 


“. الدالة كر تحقق مبرهنة رول (272) ثر - (0) / 


0 - )زر ©2512 -غ5126 2- ح 0)/ جه 2 بنذو 2 -22 برد 2- ح (من) رز 


لبد 
0 ع ر(ع) :1د + (©2) 57 ج 0 ح (ع) 25111 - (©2) 25711- 


0 ع |1 + ر(ع) 2©05](©) :د + 0 ع (») :51 + (©) 05©(©) 25111 
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(27 , 0) © ع7 ع 6 - ... , 31 , 21 , 2 , 0 ع © ج 0 ح © 5111 :611111 
1 1- 
زاوية الاسناد - ير 5 ح- © 2605© + 0 ع 1 + (©) 205 2 01 
الاشارة السالبة موجودة لي الربعين الثاني والثالث بالنسبة لدالة ال 05) 

21 1 
ثاذ 2 0) ع الاح لح بع ددعم 

ربع ثاني ( ل 
ربع ثالث (0,272) ع 22 -5 بعر دع 

3 3 : 


س7 : أختبر امكانية تطبيق القيمة المتوسطة للدوال التالية على الفترة المعطاة إزاءها مع ذكر السبب وان تحققت المبرهنة 
جد فيم ) الممكنك : 
[1.,2-] ,2-1 - تي -ح (#2) /ر(ج 
الحل : ١)الدالة‏ / مستمرة على الفترة المغلقة [2 , 1-] لأنها كثيرة حدود 
') الدالة / قابلة للاشتقاق على الغترة المفتوحة (2 , 1-) لأنها كثيرة حدود 
الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة 
1 -2ر3 - (رار 
ميل المماس ‏ 1 -362 ح (ح6)/ 
1 - - 1 - 1 + 1- - (1-) /ر 
5- 8-2-1 -ح-(2) / 


57 5 شط اك سال مسدك ل 5 نال سس 4 5 101 
ا 33 (1-)-2 002020202020 هحدم - 060 / 


' ميل المماس - ميل الوتر 

1 دثم هج 0 -1 ثم هه 3 ب [ 0 - 3 -ث2ح36] ج 2 -1 -30 
(1,2--0) ع 1 دم ( 1+ -ح تم 
(1.,2-) © 1- دعم 


[1,5-],. 5 + 4# - 2ج -ح رع) 7 را 
الحل : ١)الدالة‏ مستمرة 4 الفترة المغلقة |5 , 1-] لأنها كثيرة حدود 
"') الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (5 ,  )-1‏ لأنها كثيرة حدود 
الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة 
0 - 5+ 20 -25 -(5)/ 
0 - 5+ 4+ 1 -ح (1-)/ 


ميل ال مماس 4 -ع2 - 00 جه 4 - ع2 -ح دام 
َ 10-10 _ 1نم -(5)م _ )م رمم ا جم 
ميل الوتر 0 - 6 1(3-)5 ل ح- (جت/ 


١ 151537751117111‏ 1117ل 





” ميل المماس - ميل الوتر 
[|1,5-]|ع 2 حدم جه 4 -ع2 + 0 - 4 -20 


[1,2-] , حك - مم ون 


الحل : )١‏ الدالة مستمرة على الفترة المغلقة [2 , 1-] لأن [2 , 1-] © 2- 
"') الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , 1-) لأن (2 , 1 -) © 2- 
الشروط متحققة فهي تحقق القيمة المتوسطة 





مكحب - 22 دس 4- - و)ق ج 1 (2 +<) 4 - (:2) و 
4 - لك - (1-) 9 
1 - يج - (2) و 
4د ار 
ووم - (96 
و ق- ‏ 1-4 اهو - 920 _ 0ه -90 2 م 
83 2-1003 02020202020 م-م اك 
” ميل المماس - ميل الوتر 
5-5و ا 


بالجذر 4 - *2(2 +ع) 

2 -2 لدم 

(12-) ع 0 دم د 2-2 لع :ج611 
(1,2 -) © 4- جح مج 2 -2 لدم 01 


[2,7-] , 1(2+ #)/ة - )8 (0 


الحل : 
)١‏ الدالة مستمرة على الفترة المغلقة |7 , 2-] 
١؟)‏ الدالة () 8 غير قابلة للاشتقاق عند 1- - 72 لأن (2,7-) © 1- 
*) الدالة (7) 8 لا تحقق مبرهنة القنيمة المتوسطة لأن الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 1- - 1 


السبب للاطلاع : (توضيح عدم قفابلية الاشتقانق) 





1- 7 2 
: 3 - 13 + »)ة - )م8 ج 1(3 + «) - م 8 
3-+2) 3 3 


1 1 
[2,7-] ع 1- - ج 0 ع 1 + .. 0 ع 1(3 + 2) ج 3 ج | 0 - 1(3 + 2) 3 
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أمثلة اضافية محلوئة 


مثال : جد تقريبا لكل مما يأتي باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة أو نتيجتها : 


32 (1 
اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه ‏ 81 - 0 
2 - م 
822-81-1 دم م دعم 
دل - 2 / 
1 , 
حسسسي الح [ز نال 
تعر 4 يك 
3 -81/ - (81)/ ج ملأ - (م) / 


وموم غ4 -ش -ش _ ذش - ريو جه 1ل وم 
108 4027 403 تررو يي لل يا نمال 


(00) ]2< + رم) ,رت زط + ه) / 
9 - (1()0.009) + 3 2 (82) رج (1(/)81) + (81) ير 2 (1 +81) / 


22 6 

اقرب رقم للعدد المعطى يسهل حسابه ‏ 0.125 - 0 
6 - م 
1 - 0.125 -0.126 -0 -ث - مر 
دا - 0 / 
1 , 

جب ح (#) 
312 / 
5 - 10.125 - (0.125)/ ج ملأ - (م)ر 

, 1 

درم 
3002 / 

3: 1 1 1 
/)0.125( - - 3 


33/00.125(2 3 )0.5(2 3)0.25( 5 


(00) 2< + (م) ,رت زط + ه) / 
(0.001()1.3333) + 0.5 2 (0.001 + 0.125)/ 
73- 0.00133 + 0.5 2 (0.126) / 
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7/1 (3 
اقرب رقم لاعدد المحطى يسهل حسابه 32- - 0 
31 - (م 
1 -(32-)-31- -0 -[ ع دعم 
دا - م / 
1 5 
0 2 كر 
2 - 32-//7 - (32-)م جب 0 - ره) زر 
2-001 دس - - 32-/ هج يج - (م )زر 


3 
(00) ]2< + رم) ,رت زط + ه) / 
5- - (1()0.0125) + 2- 2 (31-) يرج (32-)/(1) + (32-) رد (31-) / 


0 */(2-)5 _ ك0 


متال : باستخدام مبرهنة القيمة المتوسطة جد بصورة تقريبية طول ضاع مربع مساحته (715 50) 


الجل : مساحة المريع - مريع طول الضلع 
21050 7/50 - يرا حب خين > 50 هت 1-15 


نفرض 49 ح 0 اقرب رقم للعدد المعطى 2 2 0 - ا 
500-49-1 -<هم-م دعم 
عد - وم د نل - ور 
وام ات 0 - (م) ]1 
1 َ 
1 2 - 2 - (9 4 + كر - م)/ 


(00) 2< + رم) ,رت رط + ه) / 
1 - (1()0.071) + 7 2 (50) رج (107)49) + (49) يرت (1 + 49) /ر 
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دراسة الدالة 
03030000 هي النقطة التي تنتمي لمنحني الدالة والتي يكون عندها 0 - (20) / أو تكون غير معرفة. 
كبقية أمهاة التقط العرحة 
الحالة الأولى ؛ نجد (*)/ر ثم نجعل 0 - (7)/ ثم نحل المعادلة المتكونة ونجد قيم 3 ولتكن ... , 32 , 21 ثم 
نعوض قيم (3) 2 الدالة الاصلية ونجد قيم (77() المقابلة لها فتكون ... ,(72 , 2:2) ,([171, 2:1) هي النقط الحرجة. 
+033 أجد النقط الحرجة للدوال التالية : 
<6 - 3224 ح )مر (2 
(نجعل 0 -  )/)«*(‏ 62-6 -(*)/ 
١ «- 1‏ 6 دع 6 جح 0 - 6 -612 
نقطة حرجة (3-,1) .. 3- - 3-6 - (3)1(5-6)1 - (1)/ ح بر 
3 +22 ح (ع«)ثرر (ط 
تجعل 0 - (080/م 2 -(86)/ 
غير ممكن لا توجد نناط حرجة 0 - 2 
3 
*ع- مر 0 


(نجعل 0 - ©)7) | 2-- (مم جح 22و3- - 0 د 3-1 - 20) | 
3- 
غير ممكن لا توجد نقاط حرجة | 0 3- ك 0 - 72 
الحالة الثانية : اذا أعطيت نقفطة حرجة يستفاد من ذلك 2 ايجاد الثوابت 2 الدالة المعطاة 


مثال : لتكن 5 +ع2رط + 2#يرمج + 5مر ح (2)ر وكانت للدالة نقنطة حرجة هي (10, 1-) فجد قيم 


الثوابت 14 © 0,1 
الحل .د (1,10-) تحقق دالة المنحني 
(1)...... 6م دهج 5 +م -م +1- - 10 ج 5 + ز - 1(45-)0 + 1(3-) - 10 
-(1)نلم , 5م +هع1(2-2-)3 -(1-)/ جح ط + ع2 + 322 - (ن) زر 
وبحل المعادلتين آنيا نحصل على 9- - 5م ,ر 3- -ح م (2)...... 0 دع + 20 - 3 


أختبار التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى ال محلية 
)١‏ نجد (3)/ ونضعها تساوي صفراً ونستخرج قيم ]3 . 
؟) نجد صور 72 وذلك بتعويض قيم 7 2 الدالة الأصلية (3) / فتكون لدينا نقاط حرجة مرشحة . 
*) نختبر قيم 2 على إشارة (0) ر ونستخرج مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى امحلية (إن 


وجدت) . 





جم 2١‏ متجعحد 


4) لمعرفة نوع النققطة » فاذا كان تغير اشارة المشتقة موجب الى سالب فالنقطة نهاية عظمى محلية ؛ اما اذا كان تغير 
اشارة المشتقة من سالب الى موجب فالنقطة نهاية صغرى محلية . 

النهاية العظمى والنهاية الصغرى المحلية : 

لتكن / دالة مستمرة على الفترة |[ , 23] وقابلة للاشتقاق عند (© - :3) التي تنتمي الى الفترة المفتوحة ([5, 0) 


هاذا كانت : ١‏ 


(6)م نهاية صغرى محلية 


ملا حظة : اذا كانت النقطة | حرجة فقط (- , -) 07 (+ , +) ||أنقطة نهاية صغرى (+ , -)|أنقطة نهاية عظمى (- , +) 


متال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 22 - (2) / 


اللحل. + ( نجعل 0 - ()]) 23 ع رجداار 


/ متزايدة ذخ [0 < 72 :38) 


تزايد / تناقص ا 
++ ++ بي 20 
سه 0 022 اشارة وزع ععففعه | تتح 
0 < ند 3 


مثال : جد مناطق التزايد والتناقص والنهايات العظمى والصغرى (إن وجدت) لكل مما يأتي : 


> 


م - 2ر3 + ع9 -ح (2«) /ر(1 


الحل : 
(نجعل 0 - (2)/ ) 322 -ع 6 + 9 ح (من2) رز 
3 ج [0 - 322 -62 + 9] 
0 - (3()0+1-«) جح 0 - 3 ع2 شير جح 0 ح شي ع2 -3- 
3 2 ج 0 -ح 3 - 2 :611111 
1- عع« ج 0 - 1 دمن 01 
تناقص < تزايد / تناقص ٠‏ 
١ 0065‏ 5 7 ال ل ظ ع ل ل لد ظ لله شارة ()/ 
حدس 30 (قرقع 34 40- > 
ن ٠ع‏ ن ٠‏ ص 


كر متناقصة 2 [3 < 2 :1[,122- > 2 :2] 


كر متزايدة 4 الفترة المفتوحكة (1,3-) 
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(5-,1-) نهاية صغرى محلية ‏ 5- - 1 + 3 + 9- - 1(3-) - *1(5-) 3 +(1-) 9 - (1-) / 


(27, 3) نهاية عظمى محلية ‏ 27 - 27 -27 + 27 -ح 3(3) -3(5) 3 +(9)3 -(3) / 


ملاحظة : 4 حالة عدم امكانية مساواة المشتقة الأولى بالصفر نثبت على خط الاعداد القيمة التي تجعل 
المقام صفر على شكل فجوة . 
3 
“دلا - () / 20 


_ 2 - (2) زر د م - () / 


1 
213 


هذه الحالة نجعل مقام (1) / يساوي صفراونستخرج قيمة 3 . 
2 
أما 0 + بج فتكون (:3)/ غير معرفة اذا كانت (0 - 2) اي ان (0 - 2) عدد حرج . 
96 


1 
0 - 2 بالجدر التكعيبي 0 - 3م ج 3 + [ 0 ح 3ر3] 


لا توجد نهايات عظمى أو صغرى سه 3 ”0 0( _ شوك ١‏ - 
متزايدة 4 !0 < 72 :1) شارة (9) / ا ل هه 


/ متناقصة ث4 (0 > 3 : 123 ار 0 


14 - 2) + 1 -ح (2) /(3 
(نجعل 0 -  )/)80(‏ 2 + [0 -(2)2*2-2] هج (2 -2*2) 2 - ()/ 
2 ع« جح 0 ع 2 - رن 


/)2(- 1+)2-2(2-1+0-1 


٠ نهاية صغرى محلية تزايد 7 تناقص‎ )2,1( .٠ 
متزايدة ب [2 < :3 : 38 اشارة (26) [ اداه دا ااه ااه جد‎ [/ 
«2-0 ]3 : 32 > 2[ 2 كر متناقصة‎ 


ملاحظة : هنالك ثلاث حالات لا يمكن أن نضع فيها 0 - (3) / وهي : 

1 ذا كانت © - (<) /ر حيث 1 © 0 

مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 337 - (32) /ر 

الحل : كانت 0 2 (8)/مر .. 0 < 3 - (2)ر 

“.الدالة متزايدة 4 ع 2 ٠7‏ 

بمكن ان تكون الدالة (1) ثر متناقصة 24 حالة كون (3)ث تساوي عدد سالب 
2 اذا كانت [مجموع مربعين - (30) /] 

مثال ٠:‏ جد مناطق التزايد والتناقص للدالة # + مر ح  )2(‏ 


4 _اعدادية الثورة للبنين ابابل اب 077071050070 2« 


جم 2١‏ متجعحكد 


الحل : 0 عد )/ .. 1<0 +322 ح نر 
“.الدالة متزايدة 1 6 72 7 ولا توجد نقاط حرجة 
3) إذا كانت 2 - (2) *ثر 

متغير 
مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة حل - (20)/ 
الحل : 





: _ ِ ( 3 _1-خ«-2-# __ (6+1()1 -(2(01- ا ِ 
نجعل 0 - 2 ر 0 ع 02م 22ج 0000 2-2 0 26 


القيمة التي تجعل المقام - 0 
مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة 37 - ثمر ح بو 
(نجعل 0 - 7[ ) 3822-3 ح “رق 


3 +2-3-01مر3] 


1+ حدايعج جح 0 -ح 1 غير 


7 متزايدة (1 < 2 :*] (1 
متناقصة 4# الفترة المفتوحة (1,1-) (1- > 2 : *1 (2 
٠ 7‏ 7 
_ كاك ص 9551 الل ننه كله علد للد علد نقد : 
1 - 
مثال : جد مناطق التزايد والتناقص للدالة ‏ 24 ع  )12(‏ 
الجل : 
(نجعل 0 - (2) / ) تمريده - رو '/ 
0 داع« ج 0 ح اثمر ج 4 + |0 ع 3مر4] 
منطقة التناقص [0 > 3 : 123 مناطق التزايد [0 < 1 : 3] 
١ 2.‏ 


+ أجد مناطق التزايد والتتاقص والنهايات العظمى والصغرى والنقاط الحرجة ان وجدت : 
11 + ») - 1/0 

الجل : 
(نجعل 0 - (2) / ) *(1 + )3 - (1(*.)1 + 30 - وم '/ 
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جم 2١‏ متجعحكد 


بالجدر 0 ح- 1(5 + >*) ج 3 + [0 ح 105 +3)2] 


نقطة حرجة مرشحة ولا توجد نقاط نهايات 1 - - «ن ج 0 - 1 + عر 


الدالة متزايدة [([1- < 2 :12 , [(1- > 2 :2] 
7 1- 7 
ع ع كد كد ماه عد عاد هزه مد عد اماه 





2 1 
2-1 





- (2) 27 
الحل : الدالة الكسرية نتحتاج الى مجال الدالة لايجاد النقطة الحرجة 
مجال الدالة !12/11 


(نجعل 0 - (2)/ ) وت - 0 '[/ 
غير ممكن 0 - 2 جه 6 - 2 

العدد الحرج (1 - 32) هو الذي يجعل المقام يساوي صفر 

الدالة متناقصة ذ [1< ع : 2! , [1 > 2 : 2] 





24 - 2<) - 1 ح (#) ر (3 


الجل : 
(نجعل 0 - (2) /) 4 + :2- - (2) '] ج (2()1 -22- - (0 '/ 
2- ج [0 ع 4 + عر2-]| 
2 دع ج 0 -ع 2 - مر 
مناطق التزايد 21 < 72 :13 -٠)2202‏ مناطق التناقص [ 2 > 7 : 12 


/)2( -1-)2-2(2- 1 


“. النقطة ([1 ,2) نهاية عظمى محلية 
5 


م 
2 
اشارة (يو)'/ < 885و تت - كع لالد د + د ١‏ 


“مد - ت)ر (4 
الحل : 


(نجعل 0 - (2) /) ثيد5 - (2) '/ 
0 -ع جه 0ح ثم جح 5 + [0 - 5224| 


(0,0) نقطة حرجة 
مناطق التزايد ([0 < 72 :14# ,| [0 > 72 :72 ! لا توجد نهايات للداثلة لأن الدالة متزايدة 4 مجالها 


14 0 1 
00 ا لد ا ل د ا 1 0 0 : 
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مثال : جد مناطق التزايد والتناقفص والنقاط الحرجة مبينا نوعها ان وجدت 
24 + يرو - ثير - (ن) /ر 
الجل : 
(نجعل 0 - (2) /) 4 + 18 - 322 - (من) زر 
0 -(2 -ع4()2 -«) ج 0 - 8 دعم دقع 


4 دع« ججح 0 - 4 عر :611161 


2 دخ جج 0 ع 2 -ن 01 
تزايد 7 تناقص ٠‏ تزايد 7 
+ م + م حب عن سنا يا بة 02020 | ١‏ لبد شت ست عت علد اشارة  )20(‏ 





كر متناقصة 4 الفترة المفتوحة (4, 2) 
كر متزايدة ل 41 < 1 :3 2!,1 > 2 :2] 
(2,20) نقطة نهاية عظمى محلية 20 - 48 + 36 -8 - (24)2 + 9)2(2 - 2(3) - (2) / 


(16, 4) نقطة نهاية صغرى محلية 16 - 96 + 144 - 64 ع (24)4 + 9)4(25 - 403) -ح (4) /ر 


تفعر ونحدب المنحئثيات ونقط الانقلاب 

اذا كانت /ر دالة قابلة للاشتقاق 4 الفترة المفتوحة (2, 6) فيقال عن الدالة /ر بأنها محدبة اذا كانت (1) / 
متناقصة خلال تلك الغترة وتسمى مقعرة اذا كانت (1)'/ متزايدة خلال تلك الغترة . 
ملاحظة : لايجاد مناطق التقعر والتحدب ونقناط الانقلاب نتبع ما يلي : 
1) نجد (36)/ ونضعها تساوي صغرا ونستخرج قيم ]2 . 
2 اذا كانت (2)''كر موجبة [0 < (3) /] فالدالة مقعرة . 

اذا كانت (2)''/ر سائبة [0 > (7) /] فالدالة محدبة . 
3) نعوض قيم 3 2 الدالة الاصلية (3) / لايجاد نقطة الانقلاب . 
4) اذا لم يحدث تغيرل2 اشارة المشتقة الثانية فلا توجد هناك نقاط انقلاب للدالة . 
5) اذا كانت المشتقنة الثانية مجموع مربعين فإن الدالة مقعرة 4 مجالها ولا توجد نقناط انقلاب . 
303030000 أهي نقطة تنتمي لمنحني الدالة وتكون فيها المشتقة الثانية تساوي صغرااو غير معرفة » والتي تتغير 
فيها اشارة المشتقنة الثانية من تحدب الى تقعر او بالعكس . 
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مثال : جد نقاط الانقلاب للمنحني + 1 +1272 -322 - 223 ح (2) /ر 





الحل : 
2 -62 - 2ر6 ح (2) '/ر 
(نجمل 0 -(2)”/) 6 -122 - 2 '"/ 
2 6 -*12 ج 0 - 12-6 
لي - .+ )سد اه - ")د - () / 


. 1 
مقعرة ا (2 < © : 6 لأن (:3) "6 موجبة 


1 
/ محدبة خخ 3 > 2 : ] لأن (2) 7 سالبة 


النقطة (---, -) هي نقطة إنقلاب 1 
للا تفعر ١‏ 6) محديه 
اشارة (2)/ تت لت كلد علفد نه لالت الاش لست تح 0 


مثال : جد مناطق التقعر والتحدب ونقاط الانقلاب (ان وجدت) للدوال الاتية : 
كير - 5و4 - (2) /ر(2 


الحل : 
قير 4 - شير 12 ح (مد) زر 
[تجعل 0 - (#)”/) تر 12 - :24 - (ن)] 
0 ح ثير ع2 12ج [22-0 12 -242] 
0 - وم - 2) ند 


6111261٠ دعر‎ 0 


2 اع« جح 0 حعر ‏ 2 :01 


نقطة انقلاب (0 , 0) 0 - *(0) - 0(3) 4 > (0) / 
نقطة انقلاب (2,16) 16 - 16 -32 - 2(4) -4)2(3 - (2)/ 
مقعرة 4 الفترة (2 , 0) ومحدبة 2 [2 < 3 :13 [0 > 32 : 38) 
0) محدبة للا تقعر 0 محدية 
ظ 0 <٠‏ _ دخخخخت بي رزوروين 1 
جع 2 فترة (2 , 0) 0 0 > 


0 ع 23 , + د - 2 / (م 
2ي -1 - )م ج 1ن + ير ح (2) ر 


/)6( 2 3 
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(نجعل 0 - ©) ”/ 0 ج - مز 


“. لا توجد نقناط انقلاب لأن 0 لا ينتمي لجال الدالة فنجعل المقام - ) 


كر مقعرة ل ([0 < 1 : 2) 


كر محديبة بذ (0 > 2 : 2) اللا تقعر 6 محد 
557 )م ش د حك عاد ب ع 0 000002 
0ح يد 


و سحت ددا سوس 00م راق تبه نا توي تدرف بس تنطبق على (2)/ وكذنك 
تنطبق على (3) / . 
ملا حظة : يستفاد من نقطة الانقلاب 4# ايجاد الثوابت كما هو الحال 4# النقطة الحرجة . 

24 + <«) -4 -ح (2) 7 0 


3 + جع) 4- -ح (رام 
(نجعل 0 - ©2) /7) 2 ج) 12- ح (مر) زر 
بالجدر التربيعي ‏ 0 -2(5 +*«) ج (12-) + [0 - 2(25 + *) 12-] 


2 ح دج جح 0 - 2 241 ... 


لا توجد نقناط انقلاب عند 2- - 2 : /١‏ محدية 9 21 - >2 :2) , [2- < نن :21] 
0) محدية 0 محدية 

اشارة (2) (١‏ اا يج تب يوون 
2 < 2 2- > 


#عر -ع2 -3 ح (2) /ر (0 


22 -2- -ح (م) ‏ 
0 عد (2)/ .. 0 > 2- -ح رمد ر 
“. لا توجد نقاط انقلاب والدالة كر محدبة 2 © 2 “7 . 


3 + 2ر3 + ثم ح (2) زه 
الجل : 
د6 + 3ر4 - (2) رز 
(0 ع (م)م) ‏ 0< 6 +1222 -ح رع زر 
“. للا توجد نقناط انقنلاب والدالة كر مقعرة 4 © 7 ٠7‏ 


أستخدام المشتقنة الثانية لفحص النهايات العظمى والصغرى امحلية : 

من الممكن إستخدام الطريقة الاتية لمعرفة نوع النقطة الحرجة (عظمى أو صغرى) 

1. نجد (2)]: ()/ 

2. تجد قيم * التي تجعل 0 ح (50)/ ونعوضها يذ (3)/ هإذا كانت الاشارة بعدالتعويض ؛ 
3. موجبة فالنقطة الحرجة تمثل نقطة نهاية صغرى محلية . 





0. سالبة فالنقطة الحرجة تمثل نقطة نهاية عظمى محلية . 
©. تساوي صغفرا فإن هذه الطريقة فاشلة 4 معرفة نوع النقطة الحرجة ؛ ويعاد الاختبار بواسطة الطريقة السابقة 
عن طريق المشتقنة الأولى . 
مثال : بإستخدام أختبار المشتقة الثانية إن أمكن جد النهايات المحلية للدوال الاتية : 
1 -22 3 -2 6 -ح «(<*) /ر(2 


(نجعل 0 - (©2) /) 62 - 6 - 8)]/ 
1 -« جه ع6 - 6 جه 0 -*« 6-6 
0 > 6 - -ح (2«) ر 


. توجد نهاية عظمى محلية عند 1 - 7 
2 - 1 -1(5) 3 -(6)1 - (1)/ 
. (2, 1) نقطة نهاية عظمى محلية 
0 عد د , تك ح- (#2) كر رط 
مر 4 عر حع (مد) /ر 
3-برع +1 -ح (من) زر 


7 8 7 
(نجعل 0 - (#8) /) جد +1 -<(8)ز/ 
8 
2 حعدعرجه 8 ح ثمرجى 0 -8 دثر ج ثبر عع [0 - جح ل [1] 


3م12 


3-برع +1 -ح (من) زر 





و - وز د 4م 24- - وم 
0 مه 2 لسك 7 ِ 
2-6-5 -027/ 
3- - 2-1 52-0 ح- (2 -) /ر 
:. (3--,2-) نقطة نهاية عظمى محلية 
9 - ع3 - ثر - زمر 0 
[تجعل 0 - ()]) 62-9 - 32 ع (من) رز 








3 + 01 2«2-9«م6م-322] 
1ع« , 3-# ج 0 -(1 +>#)(3 -2) ج 0 - 3 ع2 قمع 


62-6 - )م 
عندما 1 - - 12 
فان 0 -(1)ثم , 12>0--(1-)/ 
“. توجد نهاية عظمى محلية عند (1- - 2) 


النهاية العظمى ال محلية هي . 5 - 9 + 3 -1- - (1-)9 -1(2-)3 - 1(3-) - (1-)/ 


عندما 3 - 2 
“. توجد نهاية صغرى محلية عند (3 - #2) 
“. النهاية الصغرى المحلية هي ٠‏ | 27- - 27 - 27 - 27 - (90)3 - 3)3(2 - 3(3) ع (3)/ 


4 + 2) - 4 - (ت) / ر0 
[نجس 0 - 0)/) 4)2+1(3- - 060]/ 


2-0)]] . لتححعاد 0 -1جود 0- :جم د 1-0 +مه 
2-0-]] , للححعاد 1-0+مد 12-0 جم + 12 +ع12- - مز 


0 - (1-)/م هذه الطريقة لا تصح لذا نعود الى ملاحظة تغير اشارة # بجوار (1- - 22 
نصح 5 


١‏ تناقص 7 تزايد 
00 جاب مس باه 6 | عه سه 
اشارة (1) /ر 
متزايدة بذ [(0 > * : 8) 3 
كر متناقصة 4 [1- < ع : 1] 
“. توجد نهاية صغرى محلية هي . 4 - 1(4 + 1-) - 4 - (1-) / 
ملاحظة : 4 حالة عدم امكانية مساواة المشتقنة الثانية بالصفر نثبت على خط الاعداد الحقيقة القيمة التي تجعل 
المقام يساوي صفر . 
مثال : جد مناطق التفعر والتحدب ونقاط الانقلاب ان وجدت للدوال التاليك : 
“2 + 2) -4 - (2)ر 1 
الجل : 
4 -ع2- - (2(.)1 + 2)2- -ح (2) '/ر 
0 > 2- -ح (2) كر 
الدالة محدية 4 مجالها ولا توجد نقاط انقلاب 


٠ 151537751117111‏ 117 اال 





32-3 + #جر ح )عر (1 
الحل : 
6 + 3مج4 ع (ر) أ 
0 < 6+ 1222 - م0 ''ر 
الدالة مقعرة 2 مجالها ولا توجد تقناط انقلاب 
مثال : جد نقاط الانقلاب للمنحني 1(7 + «)(2 - 2) - (2)/ ثم جد معادلة المماس للمنحني عند نقطة 
انقلابه . (وزاري ه١٠٠٠‏ /د؟) 
الحل : 
(31 +2 + 2()22 -ع) ح (مد) /ر 
(1) (1 +ع2 + *2«) + (2 + :2()2 -2) - م2 'ر 
1 +2 + ثمر + 4 ع4 ع2 + 222 ع (من) 'ر 
3-- 342 ح (22) 'ر 
(تجعل 0 - ©)”/) 62 - (00) '"/ 
0 دع« ج 0 - 612 
نقطة انقلاب ‏ (2-,0) 7 2- --1(2 +2000 -0) - (0)/ 


3- ح (2)0/ - («) '/ - 11 

1د - )0 ح- رونو - بو) 

(0 - ه)3- - رزره-) - بن 

0) - 2 + +32 جح 3- -ح 2 + رق 


ايجاد الثوابت 
ملاحظات حول أسئلة الثوايت : 
1) اذا أعطى 2# السؤال نهاية عظمى أو صغرى أو نقطة حرجة . فنجد المشتقة الأولى » ونعوض النهاية فيها ونجعلها 
تساوي صفرا . 
2 اذا أعطي 4 السؤال نقطة أنقلاب ؛ نجد المشتقنة الثانية ونعوض نقطة الانقلاب فيها ونجعلها تساوي صغفرا . 
3) اذا أعطي ف السؤال معادلة المماس نتبع ما يلي : 


- معامل 2 





3) نجد ميل المماس من المشتقنة الأولى عند نقطة التماس 0) نجد ميل المماس - 


0 


0) نساوي الميلين 
معامل 7[ 


) كل زوج مرتب يعطى لش السؤال يعوض 2# الدالة الاصلية 

5) كل نهاية لم يذكر الاحداثي لها يعتبر احداثي صادي (07) . 
6) كل مستقيم يوازي محور السينات فإن ميله - صفرا 

7) المنحنيات المتماسة ميلاهما متساوي . 
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مثال : عين قيمتي الثابتين © , 8 لكي يكون لمنحني الدالة 8 + 2م + بر - 7 نهاية عظمى محلية عند 
1- - 2 ونهاية صغرى محلية عند 2 - 72 ثم جد نقطة الانقلاب . 


الجل : 
6 +2 26 + 32:2 ح ارو ج يرط + أيون + ذير ح رو 


'“' للدالة نهاية عظمى محلية عند 1 - - 2 فان 0 ع '37 
5 + (1-)202 + 1(5-)3 - 0 
(3.....)1- عم + 26 ج 0 - م + 20 - 3 
'' للدائة نهاية صغرى محلية عند 2- 2 فان 0 ع '37 
5 + (26)2 + 3)2(5 - 0 
(2).... 12- -ق + »م4 ج 0 حزق + م4 + 12 
(1) ...... 3- - 7 4 2- 


يا 2...- ح [7 + 4+ 
8 9- 
نعوض 4 (1) دادم دح - م ج 9 - 60- 
3- 
6م دم جح 3 -م + (2)2- 
6 2 حاحت لع بعت 
2 5-22 حر 
6- 3# -322 ح “ابو 
(نجعل 0 - ")| 62-3 - الإ 


1 
اي ل يي ا ا 


3-- 1 
نقطة الانقالاب هي (-, 2 


,-)(( 4 0") 


 1-3-24 -26 -3‏ 3 1 
4 عو 2 228” ع8 8 7( 
الدالة ث/ر مقعرة 2 2 < ددا ؛ الدالة كر محدبة © |2 > :2 :6د أ 


لاا مقعرة - 6 محدبة 
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مثال : اذا كانت الدالة © + 322 ل 3ه - (32)/ نهاية عظمى محلية تساوي 8 ونقطة الانقلاب عند 1 - 2 
فجد قيمة 1[ © ©, 0 . 


الجل : 
ع + 6ر3 + تيرم - (2) زر 


62 + 3022 ع (« ) '/ر 
(تجعل 0 -  )]"')2(‏ 6+ بنه6 - () "/ 
'' للدالة نقطة انقلاب عند 1 - « > 0 - (2« ) "/ر 

602 + 6 - 0 

1 - -0 جه 6- - ن6 + 0 -ح 6 + (60)1 
62 + 3022 حع («د ) '/ر 
(نجعل 0 -  )/')3<(‏ «6 + 366- ح (0 '/ 

1 -< [0 -2# + 2ع جه 3 + [0 - ع6 + 3:2- 
0 -(2 -2)ع« ج 0 - ع2 2ن 

0 -> 82 اما 
2 دع« ج 0 - 2 ار أو 

الدالة تمتلك نهاية عظمى محلية 8 وإن النقطة (8 , 2) نقطة نهاية عظمى ( 2 - 2 8 - 7[ تحقق المعادلة 
ع + 4ر3 + قر ع ومن) زر 
4 - 16-12 عدم جه +12 +8 -8 ج ع+3)02(2 +2(35)- -8 


الل طس لكايه تإدكة د ذا ذه مده ل اا 






0 
مثال ١‏ لتكن .- + 2 - (2)/ دالة تمتلك نقطة انقلاب عند 1 - 32 جد قيمة 0 ثم بين هل ان الدالة تمتلك نهاية 
عظمى محلية . وزاري 7٠١١48‏ / دا 


الجل : 
1 رم + ير - (من) /ر 


يرم - ع2 ح ود ) 'ر 
لاد 0 (نجعل 0 - )”/) 5د + 2 - 3 ميهج + 2 - () '"/ 
1 - -0 هه 2 - 20 ج 0 - 20 + 2 
كل + مم - ومم ب > + مم - )م 
2 2 
+28 - (يت) 


١ 171537751117111‏ 7غ 1 اال 


0 - (د) ل 
22ز. |[ 60 - - + 22] 


كم دكات تيرج 1 - 23 ج 0 - 1 - 263 





0 6 - 4 +2 - 1 2 - تا” - 2ح ري" 
حم ح بك + 020001 - 20-2 ا جح زد 0 
2 
1 /3 
“. توجد نهاية صغرى عند 2 1 - 72 ولا تملك نهاية عظمى محلية . 
مثال : اذا كان منحني الدالة .+ © + 22م + 5يرم ح (<) ث/ر مقعر ل (1 > 7:«] ومحدب 2 


(1 < «* : *] ويمس المستقيم 28 - 91 + 7[ عند النقطة (1 , 3) فجد قيم الاعداد الحقيقية ©6, 0,2 . 
الحل : وزاري 7١١5‏ /دا 
'' الدالة مستمرة لأنها كثيرة حدود ومقعرة 2 [1 > 2 : 2! ومحدية 2# ([1 < 1 :11 
“. الدالة تمتلك نقطة انقالاب عند 1 - 12 
ع + تيرم + تيرم ح (2) زر 
2 + 2يجم3 - (2) زر 
(تجعل 0 -  )/)1(‏ 28 +664 (1)/ ج (2 + نم6 - () / 
(1)............. 0 -28 + 66 
'' ميل المماس للمستقم 28 -ح 91 + وق 
9- -ح ٠.11‏ 9 ح بواج 0 ع 9 + “رو 
”. (3) / هوالميل للمماس لمنحني الدالة عند 3 -2 


(ميل الخماس) 5 6 + © 27 ح (2)3 + 30)3(2 ح (3)/ 


٠ 2706+ 6- -9[ + 3 
م9‎ + 28 - -3 .............02( 
66 + 28- 0 .............)1( 


نا 02...-.....- -[2 ل م0 ل 





بس - م ج ‏ د م ب 5 - 350- 
وبالتعويض عن قيمة 0 4# المعادلة (1) نحصل على : 
83 -مه 6 دم جه 20-0 +6 ج 0( - 25 + (1-) 6 
.٠‏ (3,1) 3 للمنحني فهي تحقق معادلة المنحني © + 22رم + تيرم - (2<) /ر 


1 -م جع ب27 +27-- 1 جدم ب *3(5) 3 + 1()3(3-) - 1 
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حل تمارين (4 - 3) 
س1 . لتكن 5 + 6 -2ئ1 نح 


ح- (*) ل/رحيث 1 © 5 , ([8, 1-4 © © جد قيمة 0 اذا كانت : 
أ)الدالة كر محدبة ١‏ ب)الدالة / مقعرة 
الجل : 


5 + ع6 -22 ح 


- © / 
6 -< 26 - (2) /ر 
20 - (6)/ 

أ)الدالة /ر محدية 


4- ح ني > 0 > 0 ج 0 > 2 ج 0 > (20) / 
ب) الدالة /ر مقعرة 


- 8 


64 - 0 -<-م جب 0 < 20 جه 0 < 0)/ 
س2: اذا كانت (6 , 2) نقطة حرجة لمنحني الدالة 5(4 -«) - 0 
الحرجهة. 


(30) / فجد / , © وبين نوع النقطة 
الجل : 


(2,6) 3 للمنحني فهي تحقق معادئة المنحني 


4( -2) -ه - (2) ر 
(4-) + [ 0 - 3(م - 2) 4- جح 3(ز -ع)4- -ح (2) /ر 
نجعل 0 - (3) / عندما 2 - 2 لأن النقطة ( 6 , 2) نقطة حرجة 


5-2 ج 0-حم -2 ج ( - 3(م - 2) 
(1) 000 #(5م -2)-# حم 
وبالتعويض عن قيمة (0) 4 المعادلة (1) تحصل على : 


6 هم ج 2(4 -2) -4 - 6 
3 -4)2- - ©6) / ج 3( -4)2- - (2) / 


(6, 2) تمتلك نهاية عظمى محلية 
تناقص < تزايد ك/ 


2 < ين 2 2 >2 
س3 . اذا كان 61 + 524 + 20 © ح (2<) كر ,12 -1 ع (2) 9 وكان كل من 9 , / متماسان عند نقطة 
انقلاب المنحني كر وهي (11- , 1)فجد قيمة الثوابت 4[ © © , 0,2 وزاري 7١١5‏ / د" 
الحل : 
'' الدالتين (3) 9 , (2)/ متماستان عند نقطة الانقلاب 


١ 175377511177111‏ 1117ل 





“. ميل الدالتين (9)3 ,(30) / عند (1 ح :3)متساويان اي ان () 9 - (32) / 
دعرط2 + ج36 - ())/ ج عم + تير« + ره ع (2) /ر 
2 - - (<*) 6 جح 122 -1 - (2) 9 
(12...)1- دع +26 +36 ج 12- جع + (22)1 + 30)1(5 ج- 12- جع ل بر[ 2 + 361:2 
النقطة (11-,1) نقطة انقلاب للدائة ()/ فإن 0 - (8)//م عندما 1 - 1 
(2).... 0 ع م + 36 ج «2 ج | 0 -28 + 60 جه 25 + جه6 - (2) / 
النقطة (11- , 1) تحقق معادئة المنحني (3) / 
(3)....© +م +هع- 11-ج عنم + غيروق + تعر م ع (2ن) /ر 
وبحل المعادلات (1) » (2) » (3) آنيا سوف نحصل على 


(1).... 12- ح-عمح +28 + 30 


دا 3)..... 11+ حم لد م ل مب 








9- حدم جح 3 11-1+7- -( -هع-11-ع نوج 11- ح ن + 7 + م 
س4: اذا كانت 6 تمثل نهاية صغرى محلية لمنحني الدالة © + 3 - 24 3 ح (2<) كر فجد قيمة © ثم 
جد معادلة المماس للمنحني ‏ 4 نقطة انقلايه . 
الحل : 

(نجعل 0 - ()/  )‏ 322 -62 - )م جح ب تير - 2ع 3 ح (2) /ر 
0 ع م -2)« جح 0ح شع ع2 ج 3 + [0 - 3122 - غ61 
2-2 ج 0 دعر 2 601 0 ح ري 


تناقص لا تزايد 7 تناقص ٠‏ 
- - 2 جع ور كف 0 سه سس هه هيد يي بر 






2 < عر 2 (2 ,0) فترة 9 0 > 2 
ن ٠ع‏ ن ٠.‏ ص 
(6, 0) نهاية صغرى محلية وتحقق معادلة المنحني 
6 دم جع ب 0(3) -0(5) 3 دمج بس تير - كم 3 ع (ن) ر 
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(نجعل 0 -  )])20‏ +6 - 6 - ()] د 3:2 - 62 - (2) ] 
2-1« ج 62 - 6 ج 0 - 2 6 - 6 
 3)1(5 - )1(3 + 6-3-1+6- 8‏ -(1) /ر 
(8, 1) نقنطة انقلاب (نقطة ميل المماس) اي نحسب (3) 2 عندما 1 - 2 
ميل المماس 3 - 3 - 6 ع 3)1(2 - (1) 6 - (1)/ 
(1 -*) 3 ح 7-8 ج (وع -2) 71 ح 1ن - 1 
0 - 3 +32 - 8 -«2ر ج 32-3 ح 8 رو 
معادئةالمماس للمنحني عند نقطة انقلابه 0 - 5 -332 -[ 
س5 . اذا كان 6 + 2زم + 3م ح (2) ث/ر وكانت /ر مقعرة (1 < 2 9ا) محدية (1 > 2 9) وللدالة / 
نقطة نهاية عظمى محلية هي (5 , 1-) فجد قيمة الثوابت غلا © ©, 0,8 . وزاري 5١١7”‏ /د”م 
الحل : 
النقطة (1,5-) تحقق دالة المنحني 
(1<)ء + 1(5-)ثم + 1(3-)» - 5 د عنم + يوم + توم -ح (2ن) /ر 
(1)...... 5 جع -ق +4 4م- 
النقطة (5 , 1-) نقطة نهاية عظمى محلية للدالة ث/ فتجعل 0 - (8)/م عندما 1- -2 
وعدم +(1-)25 + 1(2-)30 ج ع ب+برم2 + 2يم3 -ح (2) زر 
(2)..... 0 ح عن + 2 - 30 
الدائة // مقعرة (1 < « 9) محدبة (1 > « 9) .. نجعل 0 - (3)/ عندما 1 - 2 لأنه توجد نقطة انقلاب 
(03..... 0 - 25 + ه6 دج 0- 25 + (1) 66 ج 20 + هه6 - )رز 
(1)...... 5جعدع -ق +4 4- 
يا 2)..... ح ع -+ 2 - 30 
2 [40)....... 5 - 5 - 26 
3).. - 2 + 60 
(4)... 10 - 25 -ن4 
يا 3).. -ط2 + 60 
نعوض 42 (9) 1 - 6 + 10 - 100 + 10 ع 0 + 100 


3 -5ز ج 6- -[2 ج 0 - 28 + (6)1 ج 0 - 28 + 60 
9 حع ج 5 -(3-)+14- -ح 5ق + مدع 
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س6 . لتكن > تير ع (#)م 0 ع 2د, (2/10 © © برهن ان الدالة / لا تمتلك نهاية عظمى محلية . 


(وزاري *١1١75/ذد١)‏ 
الجل : 
(نجعل 0 - (12) /) جره د تيه + 22 - (0)] د 1رم - ثم - من / 
0 ل ح تيو جه قيو2 - دج جه و2 - 1 جه 2-601 +2 
20113 2 2 
20 2 
ج-2 - 3 م2 - 2 - (من) /ر 


0 < 760 , 0 <6 - 4 + : - (ث) م2 - 2 - 24 - 2 - (2) / 
. الدالة الا تمتلك نهاية عظمى محلية مهما كانت قيمة 0 . ١‏ 
.الدالة كر تمتلك نهاية صغرى محلية مهما كانت قيمة 0 . 
س7 ٠‏ المستقنيم 7 - 37 -38 يمس المنحني © + 2ط + 022 - 7[ عند (1- , 2)وكانت له نهاية محلية 
عند 7 - 0د جد قيمة 8 © © , 2 , 6 وما نوع النهاية 9 وزاري 7١١65‏ / دا وزاري 7١١5‏ /دا 
الحل : النقطة (1-,2) تحقق معادلة المنحني 
(1).... 1- جع + 2 + »4 ج ع + (5)2 + 0)2(5 - 1- جد م + يرع + يوم ح رو 
1 


1 ' 
٠‏ للمنحني نهاية محلية عند - - 20 فإن 0 - 7[ عندما - - 1 


1 
4 0 - مجه ج هو - 5+ [20)2 ج 0 - ( + هه2 ب + 20 ح رو 


“. نجد معادلة ميل المستفيم المماس من معاد لنه 7 - 37 -3132 


“. نجد ميل منحني الدالة عند نقنطة التماس (اي نجد ل[ عندما 2 - 8) 
+ 404 - رز جح( + (2) 20 -ط + :20 - رو 


'' ميل المستقيم المماس - ميل المنحني للدالة عند نقطة التماس 


(3).... 3 -ط + 40 جح( + 40 - رو 
(2).... 0 د ط + مه 





نعوض 24 (؟) ح- م جح 3 ح 3ق 
تعوض ف )١(‏ 1- دمج ( دم +1 
3- دح جح 1 جع + 2 ج 1- جاع + 2 - 4 ج 1- دع + (1-)2 + (4)1 


3- 2ج ل شير حبر 
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أمثلة اضافية محلولة 


مثال : جد ان وجدت مناطق التزايد والتناقص والنقط الحرجة وفيم نقاط النهايات للدوال الاتيك : 
4ر3 - ثمر - (2) /ر (2 


(نجعل 0 - (2)'/) 62 - 3:4 - (2) '/ 
2-2« , 2-0 ج ( - (2 -2)ع ج 0 - ع2 - جر حح 3 + [0 - 62 - 312 
0 ع ترج 0 دع 26017 4- ح بر ج 2 دع :6111161 
“. النقط الحرجة هي (0 , 0) , (4- , 2) 
النقطة (0 , 0) نهاية عظمى محلية وقيمة النهاية العظمى المحلية تساوي (0) 
النقطة (4- , 2) نهاية صغرى محلية وقيمة النهاية الصغرى المحلية تساوي (4-) 
مناطق التزايد [ 0 > :2 : 12 2 [2 < 2:2 
مناطق التناقص - الفغترة (2 , 0) 


2 < 2 7 2 تناقص ٠‏ 0 0 > ع2 7 


3 +22 ح (ع«)ثرر (ط 





2 + 0 [ لا يمكن جعل > ه0)م) 2 ح رع /ر 
“. الا توجد نقط حرجة 
مناطق التزايد [12 © 2 : :1] 1 2 4 
ف ينه 0 + + + + + + 
2 2 14 2غ 5 252525-5-535 
2+1 
عج - (» )زر 0 
10 22 - 5ئز2 يرع - 22 (1()28 + 2 م402 - تن - (مر)» 
2-2 0 “افمشييءع 7 4 - 22 كار 
0 2*1 
بباح أح- - د سس حل ا لج 022 
4 4 2 ك2 22-412 


1 1 
“. النقطة الحرجة -,0) تمثل نهاية عظمى محلية ٠2‏ قيمة النهاية العظمى المحلية - 7- 
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جم 2١‏ متجعحكد 


ضيف م 
( 


مناطق التزايك ررونرة (0 , 2- مناطق السامصن الفترة (2 ,0) 
خا جح ا الست الإ 3 اه كل تالاه كلاه > 





مثال : اذا كانت 4د + #اوط + 3 - (2) /ر تمتلك نقطة حرجة هي (1,4) جد قيمة 1 © 7 ثم بين نوع 
النقطة الحرجة . 
البعل + 

“يرم + يرم + 3 ح (د) /ر 


(عند الحرجة 0 ع  )/)7(‏ 266 + ط - (82) [/ 


عند 1 - 2 0 ح- عرع2 لآ 


(1,4 ) تحقق المعادلة تيرم + عيرم + 3 ح (2) زر 


(2)..... 1 -م هم جع بم + 3 -4 





1- حم 


2 -( ج 1 - 1 -(م 


/ )«*( - 2- 2«*  )/')( - 0 (نجعل‎ 


“. (4 ,1) نهاية عظمى محلية 1 -<« ج 2 -ح ع2 ج 0 - 22 - 2 
ا 7 


مثال : اذا كانت 522 + 3م -ح (2) / جد قيمة 2 , 0 اذا علمت ان للمنحني نقطة انقلاب (2 ,1) . وزاري 07٠7/دا‏ 
الحل : 
(1,2) تحقق معادلة المنحني 

يرط + ثعجم ع (من) زر 


(1) 2 -م +ع ج 5)1(5 + 0)1(3 -2 

2 + 36:2 ع («د ) ' 

(عند 1 -2) (0 ع رع)' /) + 602 ح (2) ''/ 
)2( ...... ...0 ع 5ط + م3 ج 2 + |0 - 2 + 60 





نعوض قيمة 0 4 معادئة  )1(‏ 1- -0 ج 2 -20- 


3 -5 ج 22 م + 1- 
مثال : اذا علمت ان للدالة 5 + 23م -ح (<) ثم حيث 1 © 7 , © نقطة نهاية عظمى محلية هي (2 , 1-) 
جد قيمة 0,52 . 
الجل : 
5 + 2يع3 ع ماع درط + تيم ع (2) /ر 


(1)... ......... 0 حص ع3 ج مق + 1(2-)30 - (1-)/ 


'” (1,2-) 3 للمنحني فهي تحقق معادلة المنحني 


دط + تيرم -ح (2) /ر 
(8......2.....02 - ه- 2 ج (1-)م + 1(3-)4 - 2 
(1).......... 0 دط + 30 





بالجمع 
نعوض 4 معادلة  )١(‏ 1 - 0 .. د 2 - 20 
3 - ح 5 ج 0 -ح 5 + 3 ج 0 - ( + (1) 3 


حلول الاسثله الوزارية حول ايجاد الثوابت 
س : اذا كان (1,6) تمثل نهاية صغرى محلية للدالة 4( -2) + 22 © - (8) / جد قيمة كل من 0,8 
الحقيقيتين الموجبتين . وزاري 1١9948‏ / دا 
الحل : “' (1,6) تتحقق معادلة الدالة وال مشتقة عندها تساوي صفر 
7 -ع) + عه -ح (2) زر 
“*(5 - 1) + 1(5) 4ه - 6 
(1) ...5 +28 -1+ عه -م6 
0 -ح (م -2)1 + (20)1 ج ([ - جع) 2 + ج20 ح (ن) زر 
نعوض 4# )١(‏ (2)......-1 -5 - © ج 0 - ( -1 + 0 ج 2 ج | 0 - 8 2 -2 + 20 
0 -6-م- 5م ج >5 + 2 -1 + 1 -ث5 -ح 6.. 
0 -(2 +6)ر(ر3 -56) 
2 1 -3 -ح هن ج- 3 عدم جح 0( -ح 3 - ا 6111161 


يهمل ‏ 2- ع-(ز جح 0( - 2 +د زم 01 
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س : اذا كان منحني *«#© + 222 7 - 5م -ح (2) كر يمر بالنقطة (2- , 2-) وكانت للدالة نقطة أنقلاب عند 
2-1 جد قيمتي كل من 14 © © , 2 ثم جد نقنطة النهاية العظمى امحلية للدالة كر. وزاري 999١1/د"‏ 
الحل : "“ (2-,2-) تنتمي للدالة فهي تحقق معادئة الدالة 
مدع + تيرق - ثرو ع (2) زر 
2+ ع2 -8-4- -2- جح (2)ع + 2(2-)-2(3-) -2- 
(1)...... 3-م-2- جح مح 27# 4 - 1 
ع +ع 25 - 322 ح )زر 
0 - م)] 25 -62 - )م 
3 -م:. ج 2-6 ج 0 - 28 - (1) 6 
9 حدم.. جح 3 دمع 6 جح 3 جاح (3) 2- 
9و-ع« 3222-6 - 00م جح (9-) +ع (3) 2 - 322 -ح (من) زر 
0 - 3-ع2- تي جه 3 ب [0- 3122-6-9 
0 - (1 +3()8 -ع) 
3 -ع« ج ( - 3 عر 61111 
1- دع« ج 0 - 1 دعر 01 
92 - شر 3 - ثير ع (من) /ر 
5 - 9 + 1-3- -(1-)1(3-30-1(4-9-) -(1-) /ر 
(5, 1-) نهاية عظمى محلية 
7 قتزايد ا تناقص 7 تزايد 
3 1- 
ن ص نع 
س : جد نقنطة الانقلاب لمنحني الدالة 2 -37 - 5م - (2) كر ثم جد معادلة مماس المنحني عند نقطة 


انقلابه . وزاري ٠٠١7‏ /د؟ 


الجل : 
<6 - (2) ] 3222-3 - )زر 
. نقفطة الانقالاب (2-, 0) 2- -ح (0) /ر 0 دع ج 0 -ع 612 
ميل المماس عند نقنطة انقلابه 3- - 3002-3 -(0)0/ 


(0 ->2) 3- - 2 ل برج ,ع -2) 111 ح ,نو - بز 


معادئة المماس 0 - 2 + 37 +- 327 ج 312- ح 2 + رق 
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للا تة 0١‏ نت 


حداتب 


ظ +1++1+ظ1 | ات 00000 


0 < د م 0 > 
ن انقلاب 

س . لتكن 1 + بزح + #يرم + مر ع (#) ث/ر . (1,2-) نقنطة نهاية عظمى محلية للدالة جد 

قيمتي 1 2,66 وهل توجد نقطة أنقلاب للدالة 9 وزاري ه١٠7/دا‏ 

الحل . 2 “ (1,2-) تنتمي للدالة فهي تتحقق معادئة الدالة 

1 + سعء + ةرم ب ثير - (2) زر 
2-1 6 رز عد 4ع حم 
(2.....)1 جح ع -م 
0 ح- )زر ع + عوط2 + 322 - (2) رز 
(22..... 3 حعح +م2- جه 0 دع +28 - 3 ج 0 دع + (1-) 5 2 + 1(5-) 3 
(1).... 2 - م م 


با )...23-3 ع6 عد 221 
نعوض 2 )١(‏ 5-1 ج 1- -(غخ- 
1- عد كك 2 دع جع 


1 َ 
2- ديرج 2- - 62 ج 0 - 2 +62 ج 2+ 62 - 25 + 62 - (2) / 


1 +2 - 2ج + ثمر ع (2) /ر 


ا 38 1_ 0 1 2+2 ر 13 21١‏ 
تدده اتمدي 0 ' 27 5 3 1 0 ) > ) / 
للا تقعر (0) نتحدب 
2ط | لسششخضب إريوور 
2-2 أو 50 
3 


س ؛ اذا كانت 5(47 + «) - 22 © - () /ر والنقطة (2-,1) حرجة جد قيمة 7 , 0 الموجبتين ثم 
بين نوع النقطة الحرجة . وزاري 7٠٠١9‏ / دا 


الحل : " (2- , 1) تنتمي للدالة فهي تحقق معادلة الدالة 


ل 1) -4 -ح 2 

+ -28 -1 -ج - 2 ج (2م + 28 + 1)-0 - 2- 
(22...01..... 54 -25 - هج - 1- . 

0 - )زر (5 + )2 دعر »ع 2 -ح مدا زر 


2+ 20-01 -2 -20] ج 0 - (م + 1) 2 - (1) 20 


7١ 171537751117711‏ 17 ةنال 1ل 





6 +1 -ع- 0 ج ( - ( - 1 - ل 
0 - (1 -2()6 +5) ج 0- 2 م +2م جح 2م -[28 ع + 1 - 1 .. 
يهمل ‏ 2- حدر جح 0 - 2 +[ 6111161 


2 - 0 جج [1 1 ح بن .. <- 1 حدر ججح 0 - 1 رم 01 


:. (2-,1) نهاية صغرى محلية (1 + ») 2 - م4 - 2 ] 
7 تزايد ا تناقص 
لك ع بإ حك ناد مد ا7ى7 لله اشارة  )3(‏ 
1 < 2 1 1 >2 
ن ص 


س : اذا كان المستنيم 28 - 9 + 7[ مماسا للدالة 1 + 822 + 3ه ح (120) /ر عندالنقطة (1 , 3) 
جد قيمة 8,0. وزاري 9١٠٠/د"‏ 


الحل : ' (1 , 3) تنتمي للدالة فهي تحقق معادئة الدالة 
1 + يرم + تيدم - (من) /ر 


1 - ة6)3(3‎ +  5)3(5* + 1 

9 + | 9 + 276 - 0 ج ]1 + 98 + 270 - 1 

(1).......... ...... 0 ع قم + ه36 

ميل ا مماس 67 + 270 - (3)م/ ج (2)3 + (30)9 - (3)/ ج ع2 + 3622 ح (ن) رز 


0 9 - معامل 16 
تددح عله تت تت ال مما 
1 0 ميل ال مماس 





3 +91 -[6 +0 27] 
(2) 0.0.2 0260.... 3- - 2 + م9 
2 |(1) 26 ....... 0 ح ل + ه36 





نعوض ؤي المعادلة )١(‏ 1- -4»4 ج 3 - 30- 
3 مج 0 -5 + 3- جج 0 - زط + (1-) 3 .. 


7 
س : اذا علمت ان لمنحني الدالة --- + :02 - (:3) / نقطة نهاية صغرى محلية هي (10 , 3) فجد قيمة 
ع (ا, 0 . 


الحل : النقطة (10 , 3) تحقق معادلة المنحني والمشتقة عندها تساوي صفر 
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ههه ١‏ معد 


م 
(1).... ط + 66 - 20 3ك 2 جو - 10ج كد بهت - 10 جه كك + يو - و) / 
م : 
وص سه - 00[ جح د (1 بوط -ه - زور جح * (1 - عه طدععه - () / 
2 - م 4 كت 0 5 ج 0 - 3 هج 0 - - 
[2):. 2 4 0 3-1200 12ج ” 
(20....)1 -دم+ه6 
(2).... 0 حرا - م4 


2 - 4 ج 20 - 100 
8 - م جح مح م- (4)2 
س : اذا كان المستنيم 0 - 2 + 37 - 2 يمس منحني القطع المكافئ 70 - 775( جد بؤرة القطع المكافى . 


الجل : 
2-11 معامل 2# 
1 - داح ل 2ع زرو 
0-1 ممعامل 7( 
1/ / , 
ميل المماس للمنحني 7-2 7 ع 7ق 217 
(اذا مس أو وازى مستقيم منحني تساوى ميلاهما) 
تعوض 4 معادئة المستقيم ([1) 0 5 برج بر - 8 ج 1 - بر 
1/ / 
نعوض المعادلتين )١(‏ » (؟) بمعادلة القطع المكافئْ )02( 2 سج ح يراج 0 - 2 +01 - نر 
2 - | هد زه ذ) * - 72 
2- 4 ج) “ - (2) 





0 -(8 -6)م ج 0 - 82 -2م ج 0 - 87 2م -274 ج رإز8 -274 - شر 
تهمل ‏ 0 -تم/ 6111161 
8 درم اج ( ح 8 دم 01 


ح شرو 
1 -ح أنر 
بؤرة القطع المكافىّ (2,0) 2 - م ج 8 - 4 


س واجب : اذا كانت 91 - 2عرط + 8م ع (<) كر وكان 0 - (3) 'ر 2 5 -ح (1-) '/ فجد قيمتي 2 , © . 
س واجب : جد معادلة المنحني «© + 22رط + مره ح («)ثر حيث ان النقطة (4 , 1-) نقطة انقلاب له وميل 


المماس عندها يساوي (1-). (٠١١5‏ د" خارج القطر 
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رسم المخطط البياني للدالكه 
لرسم المخطط البياني لأي دالة معطاة نتبع الخطوات التالية والتي تمثل النقط الاساسية للرسم : 
١)اوسع‏ مجال للدالة ") نقنط التقاطع مع المحورين *) التناظر ؛) المحاذيات 


ه) دراسة (3)/ وما ينتج عنها )١ ١‏ دراسة (3)/ وما ينتج عنها )١ ١‏ تحديد النقط الخاصة بالرسم ومن ثم رسمها 
)١‏ أوسع مجال للدالة : 


* كثيرات الحدود : اوسع مجال لها - 214 . 

* الدوال الكسرية : القيم التي تجعل المقام - صفر / 14 

* الدوال الجذرية : 0 < القيمة التي داخل الجذر 

؟) نقط التقاطع مع المحورين : وهي على نوعين : 

* التقاطع مع المحور الصادي : لإيجاد نقط التقاطع مع المحور (7[) نجعل (0 - 32) لإيجاد قيم '[ . 
*» التقاطع مع المحور السيني : لايجاد نقط التقاطع مع المحور (32) نجعل (0 ح '[() لايجاد قيم 3 . 
مثال توضيحي : جد نقاط التقاطع 


دك - ثير - (مد) [ (06 
0 ع مر ج 0( ح در 
0 - (2 + )(2 - مع ج 0 - (4 - 2بو)عج ج 0 - يز4 - تر ج 0 - بر 
“. نقط التقاطع (0 , 0) ,(0 , 2-) ,(0 , 2) 


*) التناظر : وهو على نوعين 
3) يكون المنحني متناظر مع المحور الصادي اذا كانت اسس المتغير (2) كلها زوجية اي ان (82) ث/ر ح (1-) /ر 


0) يكون المنحني متناظر حول نقطة الاصل اذا كانت اسس المتغير (2) كلها فردية اي ان (3) - ح (د-) /ر 


مثال توضيحي : 
يك - 2() - 4() - )م جح ل - غير - كير - (80)/ (1 
(د-)] - 00 ] - قير - كبر - (د-) / 
[«2 - قمو]- ح برج + 3ر- - (م-)2 - 23-) ح (م-)/ جح بن2 - تير - )م (2 
00]- - حارم 


4 _اعدادية التورة ينين انيل ا 077207105007 ___< 





جم ١‏ 2 متجحد 


؟) المحاذيات : دراستنا للمحاذيات تقتصر على الدوال الكسرية فقط 
* المحاذي الافقي الموازي محور السينات : تكون معادلته هذا العدد هو حاصل قسمة معامل الحد الاكبر 


درجة من البسط على معامل الحد الاكبر درجة من المقام بشرط تساوي الدرجتين . 

















* المحاذي الشافولي (العمودي) الموازي محور الصادات : نجعل الدالة بدلالة المتغير 3 اي نجعل 205 - '[ ثم نجعل 
0 - ()8 ونجد قيم (2) فهي تمثل معادئة المستقيم الشاقولي 
4 
ح- (2<) / 1 
ب م 10 
المحاذي الشاقولي (العمودي) 2- ح عر جح 0 ع 2 + عن 
. . 3 32-4 
المحاذي الافقي ولحخركه كارك ار 
2-8 
جحي - 00)] (2) 
المحاذي الشاقولي (العمودي) + 2+ -2 جحت 0 - 4 -2نر 
595-98 0 هه معامل 205 للبسط _ ا 55 03 _ 
المحاذي الافقي : ا 70777 ل وي الدرجدين ار 
3 +32 12 )م (3) 
بلس - [1 
5 -2 


المحاذي الشاقولي (العمودي) 5 5 -8« جح 0 - 5 -1 


0 1 معامل “20 للبسط 3+ 2م 2+3+3 2 
المحاذي الافقي : غير معرف - 7[ 5 - << ل 0 جح نساوي الدرجتين 272-5و0م 0 








- تر 


معامل 22 للمقام 


مثال : أرسم بالاستعانة بمعلوماتك 24 التفاضل منحني الدالة ‏ 1(4 --24) - (2) /ر 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة - 14 
2) نقناط التقاطع مع المحورين 
١)المحور‏ السيني + 1+ - 2« ج 0 -1 -2رر ج 0 - >1(5 - 24) ج 0 - بر - () رز 
*. نقاط التقاطع(0 , 1-) , (1,0) 
*) المحور الصادي .+ 0) - 1 
“. نقاط التقاطع (0,1) 1 - *1(5-) - 125 -0(2)) ح بر 
3) التناظر : الدالة متناظرة مع المحور الصادي لأنه (2<) ث/ - (-) / 
4 - 2ه - 14 - 4(«-)) - ردح / 

4) المحاذيات : لا يوجد محاذيات 
5) مناطق التزايد والتناقص 

د4 - 5ر4 ع مر2 . (1 - 22) 2 - رو 

4 + [01-م 4‏ ةع4] ج 0 د ور 


0 -(22-1)عج جح 0( عع تبر 
0 دع *61[2©1 
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2١‏ متجعحكد 


تفظلة حسرسة مرشحة 1+ حي« ج 0 -2-1ير برم 
(1,0) , (1,0-) نقطة نهاية صغرى محلية 0 -1(2-1[2+)] برج 1+ دع 
(0,1) نقطة نهاية عظمى محلية 1 - 15-*(0)]- برج 0 -ح ير 
مناطق التناقص [1- >2 : 12 (0,1) 
مناطق التزايد ‏ [1 < 2 : 1] ب (1,0-) 
6) مناطق التحدب والتقعر 
5 5 4 - 1222 - “بر 
3 1/3 4 + [0 -4 -122 
+ + سد سانا حا ست | اله ل 
الا دكاتت 
1 
نا 6 نا حال حير جه 0 - 1 312 
1/3 
4 2 1 
-32م - 1[2--]ح يبوج 092-172 ب)] - 
سي ل ا م 
ب 9" 3/. و 9” 3/. 
مناطق التقعر |2 < ث : ند , |2 - > بر : ناطق التحدب ( 2, 2 - 
طق التقعر زور - 2 1 4] + زول 2 مناطق التحدب [ج, 2 ( 


7 الرسم البياني 





مثال : ارسم منحني الدالة باستخدام معلوماتك 4# التفاضل 725 ع (2<) /ر 


الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - ؟آ 


2) نناط التقاطع مع المحورين 
© المحورالسيني نجعل 0 - '[ 

النقطة (0,0) ١١‏ 0ح ير جح 0 - دير 
© المحورالصادي نجعل 0) - 2 


النقطة (0 , 0) 0 ح ”(0) ح بر 
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3) التناظر 
الدالة متناظرة مع نقطة الاصل لأن 
() /- -ح («-) ر 
(2) ]- - 5د- - 5”(-) - («د-) / 
4) المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
0 دوحج 0- أكرير5 جح ثر5 - ور 
لا توجد نناط نهايات والدالة متزايدة 2 [0 > 3 : 282] ,[0 < 72 : 2]) 
7 #/ 
(0, 0) نقطة حرجة لا تمثل نقطة نهاية ا كد علد اقل ماله 1ك 3ن مد كد ننه لد حك لطا 
6) مناطق التحدب والتقعر 
0 -ع جح 0- 2023 ج 3م201 ح و 
. (0, 0) نقطةانقلاب 0 - # , 0ح 0(5) ح بر 
الدالة محدبة ل (0 > 1 : 12 
الدالة مقعرة ب | 0 < 1 : 12 
7)الرسم البياني 
17 7 20 
(0(0,0 
| 


3 


2 





: 21-1 
مثال : بالاستعانة بالتفاضل أرسم منحني الدالة حل - (<3) كر 
الجل : 
1)اوسع مجال للدالة - [1 8/1 , 1- ح برج 0 -ح 1 + نم 


2) نقاط التقاطع مع المحورين 








00 1 1 32-1 
١‏ - محورالسينات 0) ع 37 (0) جح 3 ديوجح هص دورو جح د 
؟ - محور الصادات 0 -ع1 (1-,0) جح 1 - برج شلك - (60)/ 
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3) التناظر : ' العدد (1) ينتمي الى مجال الدالة (1-) لا ينتمي الى مجال الدالة لذلك فال منحني غير متناظر مع 





محور الصادات وغير متناظر مع نقطة الاصل . 


4) المحاذيات : المحاذي الشاقوئي (العمودي) 1- -ز جح 0 - 1 + 2 


المحاذي الافقي 3 - برج ةدر 
ا 4 1 +<«3 - 3 +32 (1()1 -3)-(1()3 +2) 
0 ع زر« 'ر ا جا ا اي عد 


0 < (ميم , (1-]/ 8 ع 2 غيرممكن 0 - 4 
الدالة متزايدة [1- < 72 :217 (1- > 72 :172 ولا توجد نقاط حرجة . 


+ ع جا ع عدم 0 0 7 - 2) 4 - م , 60 
جمس سس للبلتللل له 
ََ 48 َ“ 
7ل بنتنوم حت اد -2- 
ل لك مم اي 4 1(3+©) اللاسان :3 1 
نتحدب [١‏ تقعر للا 


غير ممكن 0 - 8- 
الدالة مقعرة [(1- > 7 : 172 


الدالة محديبة ([1- < 72 :2) 
“. الدالة لا تمتاك نقنطة أنقلاب لأن (1-) لا ينتمي الى مجال الدالة . 
7 الرسم البياني 


17 


(1- اا 


27 2 


2 
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حتتصه 1 معد 


مثال : باستخدام معلوماتك 2 التفاضل ارسم المنحني ست | 
الجل : 
1) اوسع مجال للدالة - 14 


2) نقاط التقاطع مع محور السينات ‏ 0 - # ج 0 - /نّ . (0, 0) مع محور السينات 
نقاط التقاطع مع محور الصادات ‏ 0 -/ > 0 - 1 ,2 (0, 0) مع محور الصادات 


3) التناظر مع الصادي . 4ل © 7 - 8,3 ع 2 7 


2 








ف - هك - ه-) / 


2+1 1 +02-) 
() / - (*-) ث/ر متناظرة مع المحور الصادي لأنها زوجية 


معام 2:2 للبسط 1 
4) المحاذيات + ل - -ح اإمحاذي الافقي 1-1 جه 1 -- - بر 


معامل 25 للمقام 
لا يوجد محاذي عمودي 0 2د 1 + 22 


5) مناطق التزايد والتناقص 


)22( / 3ر2 ع2 ل 3م21 / (2) 22 -(م1()22 + كمر) 1 
جح > دار ول بي - از جل 0 ح () ر 
0 مسح 5 )2( 8 
(0, 0) نقطة نهاية صغرى محلية 0 - ع ج 0 ح يده 
تزايد [0 < 27 :« 9]) تناقص [0 > 2 : 2 19) 

(1()2 + 2()22) 2 - (1(25)2 + ثنمم) ِ 
5 3 ا ل 10500000000007 - ()] ر6 
(1 + 22) تبرق - 1(5 + 2)22 ءِ 
ا لنت 
[*<8 - (1 + 11202 + 24 0 عء 
0 وض --60-2/ 
6# 2 2-82 +222 اع 
1م 7 ممم - 1/7 

2-622 





بضرب الطرفين ي الوسطين 01 00 0 
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2 
كيك 2 - 622 ج 0 - 622 - 2 





0 500 
تت ع-3 ص سس هونن 0 
1/3 3 
2 

1 1 (ظ2مغ) 

5 5ك كك كه ٠‏ كد - (ج ) / 
4 4 1 2 0 
1+ 1+ | -) 8 

13 


ب : 1 . 1 ل سين بحن 2 و جه هه و هه هه 1 1 
1 1 1 1 
تفط الانفلاب / , , ( 


06 1 ناا كك 6 


1/3 


,م2 0 
(00,0 


اناه 


1 1 
02 0 
038 ّ 





مثال : ارسم بالاستعانة بمعلوماتك 4 التفاضل الدالة : 4 + 32:4 - ثمر ع (2) /ر 
البحق ٠‏ 
1) أوسع مجال للدالة - غ1 
2) نقناط التقاطع مع المحورين 
4 - بر ج 0( ح تيد 
لا يمكن حل المعادلة ‏ 0 -4 + 32 - ثير جيجح 0 - بر 
“. النقطة (4 , 0) نقطة التقاطع مع المحور الصادي 
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3( التناظر : 
(2)/ ع 4 + 4ر3 - تثمر- حع 4 + 5(ر- )3 - 3(م-) ع )م/م جج جرع 2-) 3 م ع مر ٠‏ 
“. لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل لأن : 


(:2)] ع رع« -) ] ,. (2) /- عو رمد ) ر 
4) المحاذيات : لا توجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(نجعل 0 - (26)]/) 62 - 312 - (20) ][ 
2 - 2 ب #0« 0 -(2 -2#2اعج ج 0 -ع2 عر ج 0 - ع6 - 3122 


(0,4) ج 4 دمر ج 4 - (0)ر 
(2.,0) ج 0ح بر ج 0 - (2) /ر 


متزايدة 4 كل من [2 < 12:23 , [0 > 2 :23 
كر متناقصة لف الفترة (2 , 0) 
“. (4 , 0) نقطة نهاية عظمى محلية » (0 , 2) نقطة نهاية صغرى محلية 


6) مناطق التقعر والتحدب 
(تجعل 0 - ©)م) 62-6 - 2)] 


1 دع« جج 6 ع6 جج ( - 6 -612 
(1,2) جج 2 د بر ج : -ح (1) /ر 


مقعرة 4 [1 < 2 ::1) لا 01 


كر محدية 4 [1 > 132:2 2 (1,2) نقطة انقلاب 


7 الرسم البياني 











حل تمارين (5 - 3) 
أرسم باستخدام معلوماتك 4 التفاضل الدوال التالية : 
41 2 -*3 -10 -*) ر 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة - ؟آ 
2) التقاطع مع المحورين 
(0,10) فان ‏ 10 -10-0-0 -(0)/ ج 0 - 


0 ع 2ع -«3 -10 ج 0 ح برو 
2 دج , 5-ح برج 0 -(2 -«*)(5 +2) ج 0 - 10 -32 + ق2عنر 
نقط التقاطع (10 , 0) , (0 , 5-) , (0 , 2) 
3) التناظر : لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل . 
مر -عر3 + 10 -ح («-) /ر 
عر -ع«3 -10 -ح (2) /ر 
(2) / ع رم )/ ,2 (2« /- عو (مد-) / 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة غير نسبية . 
5) مناطق التزايد والتناقص 


3 22 -3- -ح )زر 
0 : 
و7779 حت دير - 2# جح( - 20 -3- 
849 40+18-9 و 9.9 : مد - ات 
[ 4 4 20 4 2 0 2/00 1 


9 3- 
3 لاض 37 
متزايدة 3- > ع :عد« متثاقصة 3- <ع :د« 


66) 2- - (2) الدالة محدبية دائما مهما تكن قيمة 7 ولا توجد نقطة أنقلاب . 


5 
لالج‎ 
1 
٠ 


185 














72 3 +42 + 2 ح (2) ر 
الجل : 


1) أوسع مجال للدالة - ]1 
2 التقاطع مع المحورين د (0,3) 2 3 -ح 3 + 0 -0 - (0) راج 0 


5 
م 
مح 
|| 


ح (1 + «) (3 + 2©) ج 3 دع4 + “عر - 0 جح 0 ح بن عندما 
وح ددج . و 2 ين 


فإن (0 , 3- ) , (1,0-) 
3 التناظر 3 +42 - 22 - («-) /ر () - ع رمد )ار ,2 (2)]/ ع (مد-) ر 
. لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة اللاصل 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
2 4 + 22 - (2) رز 
2- حير جح 4- -2د ج 0 ع 4 + :21 
1- 3 +4-8ح 3 +(2-)4 +2(2-) --(2-) / 
((1-,2-) نقطة نهاية صغرى محلية 
متزايدة ([2- < 2 :2 119 2 متناقصة [2- >2 :2 17] 
6) مناطق التقعر والتحدب 
الدالة مقعرة ولا توجد نقطة أنقلاب 2 - 0)/ 


7 الرسم البياني 





1056 











13 3+1 -1) - 2*) ر 
الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - 15 


2) التقاطع مع المحورين 
(0,2):. 1-2 +0(3 -1) -(20)0/ جج 0 - 2 عندما 
 .0)2:,0(‏ 2-«ج 1 -ج - 1 جه 1- - 3م - 1) ج 0 - 1 + 3( - 1) جج 0 ح (( عندما 
3 التناظر 1 + 05 + 1) -1 + 3((-) -1) -ح (م-) ر 
لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل (2)/ د (*-) وى (#*)- عو («-) ر 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(نجعل 0 -  )/)80(‏ 2( -3)1- -(1-).1-02) 3 - 20 


نجذر الطرفين 3ب 
1[ -#« ج 0 عدج 1 صصح( - 725 - 1) جج ( - 75 -1) 3- 


. (1,1) نقطة حرجة ‏ 1 -1 +0 -برّ حت 1 + 1(3 -1) -(1)/ ح 1 + 273 - 1) - ©2) ر 


(<) كر متناقصة (1 < 2:7 19 (1 > 2:2 9 


(تجعلن 0 - ©2)/) (-6)1 - )م ج (1-). م - 1) 6- - ()م (6 
1 -خ جج 0 - 6 -62«2 ج 0 - (: - 1) 6 
13+11 -1) - (1)/ر 


نقطة انقلاب مرشحة (1 , 1) 
مقعرة ([1 > 2:7 17 2 محدبة [(1 < 22:1 17 


7 الرسم البياني 





موك هك مره 


137 











4) تير - 2ر6 - (<*) كر وزاري 6١١١٠/دا‏ 

الحل : 

1) أوسع مجال للدالة حع ]1 

2) التقاطع مع المحورين (0,0) 0 - 0 -0 -(0)/م ج 0 


0 ع رع - 6) ع ج 0 - ثير - يرم ج 0 ح 7[ عندما 


2 عندما 


0 - 2 أما 
16ل عدج ج 6 - 2ج ج 22 - 6 أو 
نقط التقاطع (1/6,0-) ,ر (0/6,0) , (0,0) 
3) التناظر : لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل . 
8د - «6)- - (-) م ج تمر + و6 - - (-) رج 3(د-) -(«-)6 - (م-) / 
(د) ]عد (مد-)/ ,2 2« /- - رء«د-) / 
“. الدالة متناظرة حول نقطة الاصل ولا يوجد تناظر حول محور الصادات 
4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 


(نجعل 0 - (2) ]) 2ر3 - 6 ح (مد) [ 
2 عدج جد 2-2ج جح 32-6 ج(0 - 322 -6 


نقطة نهاية عظمى (40/2 , 1/2) 2 - 20/2 - 6112 - بر جه 2(3/) - 60/2 - (1)0/2/ 
نقطة نهاية صغرى (41/2- ,  )-1/2‏ 41/2- - 20/2 + 61/2- ج 2(3/-) - (2/) 6 - (2/) / 


()ثر متزايدة بذ (1/2, 1/2-) (*)/ متناقصة بذ [17/2 < :د :#! , [1/2- > :دا 
تجعل 0 -  /)0(‏ 6#- - (2)/ (6 
.٠‏ (0 , 0) نقنطة انقلاب جب ج 0 -62- 
(0) رز مقعرة 4 [0 > :22 ::3] " كس _انل 
()/ر محدبة ف [0 < 22 :1)] 


7( 00 البياني 


+ ب ل بج + 










(2لح4, 0/2 





ملاحظة : التحدب بقدر التقعر ِل الرسم لأن التناظر حول نقطة الاصل . 


(2لح4-, 2/لى) 
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/ 00-2 65 

الحل : 

1) أوسع مجال للدائة -ت [10/غ1 
2) التقاطع مع المحورين 


0 # د يأن غير معرفة لا توجد نقاط تقاطع مع محور الصادات 

0 # 17 لأن 1 ع 0 الا توجد نقناط تقاطع مع محور السينات 

3 التناظر [2ٌ) - - (د-) تر . (2) كر ح (بد) "/ التناظر مع نقطة الاصل . 

4) المحاذيات : المستقيم المحاذي الشاقولي 0 ح بد 
المستقيم المحاذي الافقي 0 برج ؟ درج - 00)/ 

5) مناطق التزايد والتناقص 


رين ترد ورور تودير 


توجد فجوة ولا توجد نقاط حرجهة 


الدالة متناقصة بالفترتين [(0 > 2 , *[1 © < : 1!, [0 <2 ,به 22 : 2] 


إياك حت عر كاد 0 5 


(نجعل 0 - (7)2) 2-3 - (8)/ (6 


» ©» هو © هيو «٠‏ سمه 2 كت 
لا توجد نقناط انقلاب غير ممكن 2 - 0 جه بج - 0 


نا 0 


محدية [0 >2« :2« "!1 , مقعرة [0 < 1 :6ا] 
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اكقاس كطاكة 





109 











6 -2- رمم م 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة -ت [1-1/ 14 
2) التقاطع مع المحورين 
عندها (31-,0) ,1- برج 22 - (0) م ج 0 - 


عندما (1,0) ,1 -* جه - 1 - ع جه ند - 0 جه 0 د بر 


3) التناظر : لا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل لأن : 





0 - («-) ر 
(<2) ]ع (<- )ر 2" , (2«) /- عع ر(ءد-) /ر 


المحاذي الشاقولي ‏ 1- -2 > 0 - 1 + نر 
1 
المحاذي الاففقي 5-2255 كر 


5) مناطق التزايد والتناقص 
(1(.)1 -2) -(1(.)1 +2) - )م 
2 + مم 0 


0 1 دع« 1 +2 
لا توجد نقناط و --- 2-7 0 
توجد نقاطك حرج 0(2 | ير) 2 + م 
تزايد [1- >ن > 1- :2«) 


7 1 م 
+ ب ل ل + + + جل + 





0 1-3 + 4)«2- - )م جح 2-(1 +22 - م 62 


6 ناا غيرميكن كك 


)2+1( 


محدبة ‏ [1- < 2 : عد 
كر مقعرة ف [1- > :2 : :1 
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7 1(4 -2()2 + 2) - 2ت / 
الحل : 
1) أوسع مجال للدالة - ]1 
2) التقاطع مع المحورين 
(0.,2) 2 - مرج (2)1 -ح *1(4 - 2()0 + 0) ع (0) م/م ج 0 
2()2-17 + 2) -ح 0 > 0 -ح 7[ عندما 
2- دنع« ج 0 ع 2 + عر :1ع6©61111 
(2,0-), (1,0) 1 -« جه 0 - >1  )«2-‏ 1م 
3 التناظر . 1(*7 --)(2 + «-) - (-)/م الا يوجد تناظر مع محور الصادات أو نقطة الاصل 


7 عندما 


4) المحاذيات : لا توجد مستقيمات محاذية لأن الدالة ليست نسبية 


5) مناطق التزايد والتناقص 


(نجعل 0 -  )/)0‏ 2-1(2.1*) +(1-*) 2(.2 +») - )رز 
0 - (1 +2 - 22ع) + (2 -2()22 + ع) 
0 -1+#«2 - تير د 4 ع2 +222 ج 0 - 1 د م2 - ير + 4 عر4 + 22 - 2122 
0 3122-3 
3 
1+ -« ج 1 - 2ج جه 0 - 1 - 22 ج 0 - (1 --3)122 
7 0 7 
+ + ++ + + 1 8 كه ا د 0 
(1,0) نقطة حرجة وتمثل نهاية صغرى ٠2‏ (4, 1-) نقطة حرجة وتمثل نهاية عظمى 
0 ع بورج 0 - 1*5 -2()1 + 1) - (1) /ر 
4 - برج 4 - 1(4 -1-)(2 +1-) - (1-) /ر 
(3)ثر متزايدة (1- > 2 :123 ,[1 < غ2 :د 
(7) / متناقصة 4 الفترة المفتوحة ([1,1-) 
(1 -22) 3 - #)] (6 
(نجعل 0 - 2(0) /) 2) 3 - 0 / 
0 دع« ج 0 ع6 
(2, 0) نقطة أنقلاب 2< من .. 20)0-1(2 +)0) - (0)/ 
(:2)/ محدبة ذ [0 > 2< :د] حت باون 
(«)ثر مقعرة 4 [0 < 2 :2] لاا 
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لكك ناذا اذا الك اك 
1 





12-1 
12+ 1 8 


الجل : 
1) أوسع مجال للدالة - 1 لأن 8 © 1- -ح 2 جب 0 - 1 + 2ير 


/ )8( - 


12-1 


2) التقاطع مع المحورين + د -ح 0 


2+1 0 
(1,0(,)1,0-) 1+ عدج جح 1 - تير 3 0 1 تير 
(1-,0) , 1- ح مرو ج 0 ح ير 


2-1 1 
3) التناظر .(#) / - 2 ح (-) 6 التناظر حول محور الصادات لأن ()/ -ح (<-) / 
4) المحاذيات : 
لا يوجد مستقيم محاذي شاقوني /1- -2ئر ح 0 -1 + شير 


1 
المحاذي الافقي اكد كار 


5) مناطق التزايد والتناقص 


/ 41 :22 . (1 -2,2) - ع2 .(1 + كير) : 
لنصعد 0021-9 ١‏ روبص اص 227لا( 
نقطة نهاية صغرى (1-,0) 100 <نن جح 0 برج 42-0 يي 0 
(:2) / متزايدة ‏ [( 0 < 2 : 12 2 (*#)/ متناقصة 4 [ 0 > :2 : :د] 
7 0 ا 
للك ننه من لاك 15" ع بع شااحد اد 

م2 . (1 + شير) 2. ع4 124 + غر) ءِ 
174 تي 0 ح («2) /ر 6 
(1 + 22) 2ر16 - 1(5 + 2مر)4 ِ 
ا 0 - () ر 
[*<16 -(1 + 1(]4022 + 2ه 0 حء 
و م 0 - (ع) ر 
1622 4 ب شير4 ءِ 
(تجعل 0 - (©)م) عداو سكنت - )م 
4-122 
22+1(3ج) 


1 
2 22 ج 4 - 22 12 ج 0 - 2ع 12 - 4 


4 _اعدادية التورة ينين ابابل 0 2 6 07707105007 ____< 





1)اوسع مجال للدالة - ]1 
2) التقاطع مع المحورين 


 , )0:,0(‏ 0-0-0 -(0نم جح 0 ح يي عهندما 
0 - 4ع« 2ر2 ج 0 ح بر عندما 
00 (, 2ط ددج جد 2ح تير ج 4رر - 212 
3 التناظر (0) / ح 4ير - 2242 ح («-) ثر التناظر مع محور الصادات لأن : (7)/ ح (-) ر 
4) المحاذيات : لا يوجد محاذيات لأن الدالة ليست نسبية 
5) مناطق التزايد والتناقص 
(تجعل 0 - (8)/) ( 4# - بره - (2) / 


+4 

0 - (2 - 1)« ج 0 ح ثير ام ج 0 ع 3ر4 - ع4 
0 دع :611261 
1+- ع« جح( - (2عر-1) 11م 
1 بر 2-1-1 -(1)/ 
1 - ,نز 1 - 1 -2 - (1-)/ 
0 عدبيورجه 1 - 0 - 0 - (0)/ 

(1, 1)نقطة نهاية عظمى محلية 2 (1,1-) نقطة نهاية عظمى محلية 2 (0 , 0) نقطة نهاية صغرى 
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() , متزايدة ف [ 1- > 22 : :13 , والفترة (1 , 0) 
(<) ثر متناقصة 4 [ 1 < :2 : :1] 





والفترة (0, 1-) 


7 7 
ا الل 2000 


(تجعل 0 -  )/)‏ 1222 -4 - (#2)م (6 


4 - 1212 جح 1212-0 4 


ل حد ومنل 2 20 
3 3 


"6 


12 


لات 1 


1- 1 ا- 1 1/2 2 
13 13 
5 





9 
يط 


'ة (/606© | 1 ) 
9 
ا 











6 
0 ل 


الجل : 
1) اوسع مجال للدالة 12 الأن 18 6 3- -ح 2ر ج 0 - 3 + 2ير 
2) نقناط التقاطع مع المحورين 





ح (#2) /ر 


(0,2) 5 - 7000 0 
6 # 0 ج 0 - حي 
3م12 
3) التناظر : )م - كي - (-) ثر التناظر مع محور الصادات لأن (:3)/ ع (:-) / 
4) المحاذيات : 


لا يوجد محاذي شاقولي 0 عد 3 + 2ئر 
0 
المحاذي الافضي 0 - 7[ > ( - 7[ 


5) مناطق التزايد والتناقص 


, 2- 0-272 (2-3 
(نجعل 0 - 7070 12 ل نتقالقا 9 لقف د ريو[ 


(22+3) “(2+3) 
1- 
2 - 17 ج 2 -ح (0)/ ج 0 دع جه 0 > 12- ك 0 - وري ردي 
النقطة (2 , 0) نقطة نهاية عظمى محلية 0 
وا ودبب 0 يي بيد 


الدالة متزايدة بالشترة [0 > 6/72 ع ع2 :12 اشارة(#)/ «7بللل سس ى. حييييججججححبة 


الدالة متناقصة بالفترة [(0 <2 , 1# © 2 : 12] 


[1202)2+3()20)-]-(12-) 2325م 2 
اا ال 1 ف بك ريو / رق 
(22+3) 
قف +30 + 12 -|لقجقم _ (قطقم معد نم2 د رهن ] 
“(2+3ير) 2+3(4ير) 
3621:2-6 1 
(نجعل 0 ع (2) /7) - 4 - صم 
)3+ 


6- 
1+ - بج جه 1 تيرج 0( - 1 - 2 جح 0 - 36 -3612 
6_3 6 


2-2 جو - نح (1)/ 1-1 


62 


6 3 
2-1  /)-1[ نزح‎ - 2-472 
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ةا 2 


+ جا 2ك + + + + 
١ك‏ 
60 


. النقاط (1,2), (1,3-) نقاط انقلاب 
(3)ثر مقعرة ‏ ([1 < 22د :2 , [1- >1 :1] 


(:) ر محدبة + الفترة (1 , 1-) 
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0)0.,2( 





تطبيقات عملية على القيم العظمى والصغرى 
ظهرت 24 الفيزياء الكثير من المسائل التي أدت الى تطور حساب التفاضل والتكامل ومن هذه المسائل مسائل حساب أقصى 
أرتفاع تصله قذيفة أطلقت بزوايا مختلفة أو اقصى ارتفاع يصله جسم مقذوف شاقوليا الى الاعلى أو أقل كلفة أو أقل 
زمن ومسائل من الصناعات مثل أقل مساحة وأكبر حجم وأقل محيط ؛ ... الخ . 
لحل المسائل المتعلقاة بهذا الموضوع نتبع ما ياتي : 
-١‏ نرسم شكلا توضيحيا للسؤال اذا كان السؤال يحوي شكلا هندسيا . 
"- نعمل فرضية السؤال التي تعتمد على كلمة (جد ؛ ما هي » عين » احسب » ...) اي نكون الفرضية على اساس المطلوب 
"- نكون علاقة رئيسية للدالة (اكبر ما يمكن » ابعد ما يمكن : اصغر ما يمكن » أطول مسافة » أقل كمية ؛ ...) ثم نبدأً 
بتكوين الدالة على اساس هذه الكلمات و4 أكثر الاحيان تكون هذه الدالة (قانون حجم ؛ مساحة » محيط ؛ 
فيثاغورس »١‏ تشابه مثلثات » دوال دائرية » ...) أما العلاقة الثانية فهي تكون علاقة مساعدة نأخذها من السؤال 
اوالرسم . 
:- نشتق الدالة المشتقه الاولى ونساوي المشتقنة الاولى الى الصفر ونجد القيم ونميزها على خط الاعداد . بعض 
القيم تهمل اذا لم تنطبق مع السؤال او المطلوب من خلال الاشارة مثلا » و4 بعض الاسئلة مثلا يعطى ال مثلث فاذا 
كان المثلث خالي من مستقيم يوازي احد الاضلاع نستخدم نظرية فيثاغورس . اما اذا كان المثلث يحوي مستقيم 
06 00 


اذى احد الاة نستخده الننا ب- 
يواري مادم 7 َك 06 0 01 





مثال : جد عددين مجموعهما 8 وحاصل ضربهما اكبر ما يمكن . 
الحل : 
الفرضية : نفرض العدد الاول - 1 
نفرض العدد الثاني - 'ل 
الدالة : حاصل ضريهما - 111 


8 ح 7و ل ير 
(1)....... 2 - 8 ح رو 
07 -111 


111- 2)8 - ( 


نشتق مر برق - 11 


(0 ع مم 22 -8 - 111 


نعوض 4  )١(‏ 4 - 7 جح 8 - ع2 ج 0 ح ركه - 8 


العدد الأول 4 - 1 
العدد الثاني 4 - 4 - 8 - 3 
مثال : جد العدد الذي اذا اضيف الى مربعه يكون الناتج أصغر ما يمكن . 
الحل : 
الفرضية : نفرض العدد - 1 
نفرض مربعه - 2:2 
الدالة , 26 + ع ع (2) ر 
(0 - 2# *«2 + 1 - (<*) ر 
ب 055-6555 
2 2 0 


د سس و نيه 
74 3-2 2 


ل 


2 
مثال : جد بعدي أكبر مستطيل يمكن ان يوضع داخل مثلث طول قاعدته (112© 24) وإرتفاعه (112© 18) 
بحيث أن رأسين متجاورين من رؤوسه تقعان على القاعدة والرأسين الباقيين تقعان على ساقيه . وزاري *1١٠/د؟‏ 
الحل : 
الفرضية : نفرض بعدي المستطيل : 7 , 3 
الدالة : مساحة المستطيل - حاصل ضرب بعديه 
7 -ح 4ل 


العلاقة : تشابه المثلثان )76 , “741 (لتساوي زواياهما المتناظرة لذا تتناسب اضلاعهما المتناظرة وكذئلك ارتفاعاهما) 
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امعد 


“د - 18 2 6 
8 24 ا 60 





- 2)18 - ترج (مد - 18) 25 د بر 
[-همةٌ) عد ع نور ع 4 .. 


4 
4 - 2١1 - 22( 


2-0 20 من 4 _ 044 
دك 3 2ل 





د + ]0 - مه هه 
م |5 1ه 3 
9 ديج« جح 18 حدع2 ج- 0 ح ععر2 - 18 


“. بعدي المستطيل هما 12 , 9 2 - (5)18-9 - 02 


مثال ٠‏ صنع صندوق مفتوح من قطعة النحاس مربعة الشكل طول ضاعها 0111 142 وذلك بقص اربعة مربعات 
متساوية الابعاد من اركانها الاربعه ثم ثني الاجزاء البارزة منها , ما هو الحجم الاعظم لهذه العلبة ؟ 

الحل : وزاري 7١١6‏ / دا 
الفرضية : نفرض طول الضاع المريع المقطوع - 2 

ابعاد الصندوقن - (228,3 22,12 --12) 

الدالة : الحجم - حاصل ضرب الابعاد الثلاثة 


العلافقة : لا نحتاج الى علاقة لأن المعادلة تحتوي على متغير واحد 
12-2 2 - 2()12 --12) - 7 
ع ( 422 + ج241 -::24 - 144) - 7 
(22 4 + مر48 - 2)144 - 7 
3م 4 ل 2ير 48 - 144 - 7 





2- 144-96:+12:2  )2- 0( 
]144 - 962+ 12 2 ح‎ 0[ + 2 

0 - (2 -6()2 -2) جح 0 - 12 +دبر8 - 2ن 
لايمكن 6 - 12 :6111161 

2 دين 01 


7 - 212 - 405-128 011“ 
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قلف 2ن مد 


ار 
10 مه كلد طن طلس د ظ سس سم سس سم سم لس ظ كله مه مه 1 ف اق عع 
اشارة (2) /ر 
6 2 
مثال ؛: مخروط دائري قائم مولده 1312© 91/3 جد ارتفاعه لكي يكون حجمه اكبر ما يمكن  .‏ وزاري 7٠٠١‏ /دا 
الجل : 
الفرضية : نفرض ارتفاع المخروط - 1/2 0 ٠2‏ نفرض نصف قطر المخروط - :1 


الدالك : حجم المخروط 
العلافة : نضرية فيثاغورس 


1 
الدالة 71 ح 17 


العلاقة ‏ 90/3(5) 72 1/27 
نعوض لف الدالة 2 “7 243 -1:2 


1 
- 03 و -17 





12 
(85 -:2431) 2 حم 


11 
(0 ع 'تم (385 - 243) 1 ح ا 


5+ [0 - (382 - 243) | 
ارتفاع المخروط 2 6112© 9 -2/ 7 81 - 2 ججح 0 - 82 -81 جح 3 + [ 0 -382 - 243] 


مثال : جد بعدي اكبر مثلث متساوي الساقين يمكن ان يوضع داخل دائرة نصف قطرها 1260177 ثم برهن ان 


نسبة مساحة المثلث الى مساحة الدائرة كنسبة 0 

الحل : 

الفرضية : نفرض ارتفاع المثلث - 11 ٠2‏ نفرض طول قاعدة المثلث -ح 216 

الدالة : مساحة المثلث - + القاعدة * الارتضاع 5 


العلاقة ٠‏ المثلث القائم الزاوية 

22 . ح- 4 

2 
(1)....... 8 - 4 
بر + 1440 + 241 - 745) - 12(5) 
بر + 144 + :247 - 5 - 144 
0 ح غير + ص24 - مر 
2 م247 ح غير 

م 1111111175ت11522 


تمده 1ن اكد 


- 1/2411 - 
“] - 2411 /ط - 4 


4م - 2403/,. - 4 

00 43 ثم 572 044 
وه 4 2/245 41 
4 + [0 ح ث4 ثم 72] 

0 - تم تم 18 

0 ح (8 - 72)18 


يهمل ‏ 0 -7, جح نز ١جص1[غؤه‏ 
نعوض 24 (؟) 18 -/م ج ( ع( - 18 01 


قم - 24/, - 

8 ح- (6) (18)/. - (18 -24) (18)/. - 18(2) - (24)18/ - 
2 61/3 ح ير 
طول القاعدة 2 17/3 12 ح ( 617/3) 2 -:21 
مساحة المثلث ‏ 1772© 1081/3 - (18) 61/3- 182 - 4/ 


2 جر ح إل 


مساحة الدائرة 
144 - 12(2)ج - ل 


21/3 0 101/3 0 مساحة المثلث 
47 1447365 مساحة الدائرة 





مثال : مجموع محيطي دائرة ومربع (6111© 60) أثبت أنه عندما يكون مجموع مساحتي الشكلين أصغر ما يمكن 
فأن طول قطر الدائرة يساوي طول ضاع المربع . 
الجل : 
الفرضية : نفرض طول ضاع المريع - 2 4 نفرض نصف فطر الدائرة - 13 
الدالة : المساحة - مساحة المربع + مساحة الدائرة 
العلاقة : محيط المربع + محيط الدائرة - 0111 60 
“مرج + شير ع إل 
0 - مج + ع2 ججح 2 ج [60 ح م#ج27 + 42 | 


ع2 - 30 
ل سدح هو جح م22 - 30 ح ج71 
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- 30 
ختاءم بم - تمر + شير ح 4 .. 


1 1 
(422 +120 - 900) +22 - 224 - 00 دقع 4 .. 


24 - 2+ 2 )-120 + 8( 2 


يدك 2 
1 1 
ج |0 -(8 + 120-) 21247 
2 1 


طول ضلع اللريع 2 ح ير جت 60ح 40 + جو)ج ج 60 - ,ز4 + جرع جح 0 - 42 + 21-60 


1114 
ركه - 30) ب - رك 2 - 30) 2 - |20 - 2030| 2 - م2 - قطر الدائرة 
لض - أروية) 2 ل لت) د ح قطر الدائرة 


مثال : جد نقطة أو نناط تنتمي للقطع الزائكد 3 - 222 - 2[ بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة (4 , 0). 
الحل : وزاري “7١١١‏ /د”" وزاري 7١١"‏ /دا 

الفرضية : نفرض ان النقطة (7[, 3) 1 هي من نقط المنحني 3 - 24 - 075 بحيث تكون أقرب ما يمكن للنقطة 
(4, 0). 

الدالة ؛ قانون المسافة بين نقطتين 

العلاقة : معادئة القطع الزائد 


- رم + 0(4 - 2)ل. - 5 


العلاقة ‏ 3 - 2ير ‏ 2بل 

6 + ز8 - 2ر + تيول. ح 5 

نعكوض 2# قانون المسافة (*).......3- 2ب ح قير 
6 + برق - تبر+ (3 - 2ب /ل. ح وى 

3 + برق - 7/212 - 5 


) 0 خخ 8-بره ١‏ _ ك0 


ترك 3+ب2./20:2-8 2 7ك 
8 - 417 


3 - بو - 2:و2./2 


نعوض 4 (*) 22 - رز ح 8 - [4 ج 0 - 8 - 41 


12-)2(2-3--4-3-<1 


النقاط (2 , 1-) , (1,2) 1+ --#ج جه 1 - تير 
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جم ١‏ 2 متجعكد 


ملا حظات : 
-١‏ يمكن القول عن دالة المساحة بي بعض الاحيان أكبر أو أصغر مسطح للشكل . 
١‏ - يمكن القول ان دالكه الحجم أوالسعة 4 بعض الاحيان أكبر أو أصغر مجسم للشكل . 


حل تمارين (6 - 3) 
س1/ جد عددين موجبين مجموعهما 75 وحاصل ضرب احدهما 4 مريع الآخر اكبر ما يمكن . 
الحل : 
الفرضية : نفرض العدد الاول - 2 2,0 نفرض العدد الثاني - ل 
الدالة : سآ- حاصل ضرب العدد الأول ا مربع العدد الثاني 


العلاقة : مجموع العددين 75 ح 7[ + 1 


(1) مسي 2 نز 2ز 

75 -ح 7 + ير 

2 7 - 75 -ح عن 

“روز - 75) - ,رآ 

درو - 25و75 ح ,رآ 

(0 ح ']) “و3 - 15017 ح /,]آ 


(3 ج) |0 - 2و3 - 7ز150] 

0 ع (مرو - 1«)50 جد 0- 2ربر - :و50 

يهمل 0 ع بو 1111© 

نعوض لي معادئة (؟) العدد الثاني 50 -</1 > 0 -- 7 - 50 01 
العدد الأول 25 - 50 - 75 ح- 2 


س2/ جد ارتفاع اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل كرة نصف قطرها 1128© 41/3 . وزاري 7١17‏ / دم 
الحل : 
الفرضية : نفرض الارتفاع - 2/2 2 2 نفرض نصف قطر الاسطوانة - 17 ٠20‏ نفرض الحجم - 1 
الدالة : قانون حجم الاسطوانة (هي التي نقوم باشتقاقها) 
حجم الاسطوانة - مساحة القاعدة * الارتضاع (1)........ 25 ثم - 7]آ 
العلاقة : نظرية فيثاغورس على المثلث القائم :)41 
7 - ترب مر 
8 - 2م ل 2م 


نعوض معادئة (؟) 4 )١(‏ (02....... 8 48 ح- مر 


]7 - 2)48 - 2 
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(83 - آ48)ع 2 - ]1 
(0 -7) (315 - 48)ج 2 - 17 

( 2 ج+) ‏ [0-(3282 -48)ع 2] 

6 - *7 جج 0 - 5م - 16 جه 3 + [0 - 35 - 48] 
تهمل 4 - ح ع]| :61/111 

نعوض ل )١(‏ 4 - / 01 

نصف قطر الاسطوانة ‏ 40/2 - 7 ج- 32 - 7/2 ج 16 - 48 - 72 - 48 - 12 


ارتفاع الاسطوانة ‏ 1113© 8 - (2)4 - 2/8 


س3 / جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل نصف دائرة قطرها 6111 40/2 . وزاري 73١17‏ / دا 
الحل : 
الفرضية : نفرض طول المستطيل - 23 ١‏ نفرض عرض المستطيل - 2217 نفرض مساحة المستطيل - [/ 
الدالة : قانون مساحة المستطيل (هي التي نقوم باشتقافها) 
العلاقة : نظرية فيثاغورس على المثلث القائم :)41 
هو 0 سر لظ عدي 2.7 ح 4ك 
47) - شرو + ذير 
2 -ح 2رر + غير 
“مر - 32 ح شيو 
نعوض معادئة (؟) 2 )١(‏ (2)....... 22ج - 1/32 ح بو 


(22 -32)/د2 - 4 


4مر ‏ 20/322122 ح 4ل 


:2 [ثره4 -عر ]64‏ 1 ع4  )2(]64«2-‏ 
 64-0(‏ لتتتتت نج تبت دم 
فر 1١/321:2‏ مر 21/321:2 
[كمر4 - ير64] 
0 - (22 - 16) + جه 4 +) [0 ع قره4 - 642 د 0 ل ا 
4ع 1١/321:2‏ 
تهمل 0 -ت0 2 61161 
4+ دع جح 16 - شير جح 0( - شي - 16 01 


تهمل 4- ح دعر 611617 


4 ح عر 01 


10 77707050077 ا 


عتههه ١‏ مسصعد 


نعوض 2 (” طول ال مستطيل 1117© 8 - (2)4 -21 
عركى ااستطيل من 4 - 1/16 - 16 - 7/32 ع بو 
س4/ جد ابعاد اكبر مساحة كثلث متساوي الساقين طول كل من ساقيه - 81/261112 . 
الحل : 
الفرضية : نفرض ارتفاع المثلث - 42 2 نفرض طول ضاع المثلث - .21 | 2 نفرض مساحة المثلث - [/ 
الدالة : قانون مساحة المثلث (هي التي نقوم باشتقاقها) مساحة المثلث ك8 القاعدة * الارتفاع 
الملاقة : مبرهنة فيثاغورس 
4-12 
2 
(1) لط 4 
ع 7 - 12 + 2 
8 -12 1/2 
2] - 128 -2/ 


نعوض (؟) 4 )١(‏ (2)....... 12 -1/128 - 


2] - 128/..آ - 4 


4 - /12812- 4 
ً 2561,.- 53 


(0 -4) كيجت م 
4 - 217/1281,2 
2561-4135 
14 - ,2107/1281 
(4 ج) [0 ح 41,35 -,2561] 
0 - (] - 64)/,آ 


تهمل ‏ 0 - طآ1 +6161 

8+ -][ ج 64 - 2,] 01 

نعوض ل (؟) 8 م جح | تهمل ‏ 8- -ح طم 
طول ضلع المثلث 1112© 16 - (8) 2 -,21 
الارتفاع 86111 - 1/64 - 64 - 1/128 - 


مر 64 - 8(8) - 2 ]1 - 4 


١ 171537751117111‏ 11ل 


جم ١‏ + متجعحكد 


س5 / جد اقل محيط ممكن للمستطيل الذي مساحته 1114© 16 . 

الحل : 

الفرضية : نفرض طول المستطيل - 3 ١١‏ نفرض عرض المستطيل - [ نفرض مساحة المستطيل - 4 
نفرض محيط المستطيل - / 

الدالة : هي محيط المستطيل (هي التي نقنوم باشتقاقها) ‏ محيط المستطيل - 2 * (الطول +العرض) 

العلاقة : مساحة ال مستطيل 


(1)............... (7و + )2 حمر 
16 
1 نعوض (؟) 2 )١(‏ (2) .اح ح رو ج بود - 16 ج بزع« - 4م 
6" 
16 
2 4 ) 2 حامر 
2 


(161 +22 حدم 
1 +22 حاط 
(0 -<'م) 2-3285 حاط 
(2 ج+) [32825-0 -2] 
16 


بالجذر 16 2 جه 2-1 5-0 -1 ب 0 1-162 


تهمل ‏ 4- ح دعر ح 4+ ح ير 
نعوض 4# )١(‏ 4 - 2 
5-7 
00 4 حن ١‏ 
371 16 ح (4 + 2)4 حدم 
س6 / جد حجم اكبر مخروط دائري قائم يمكن وضعه داخل كرة نصف قطر ها 1112© 3 . 
الجل : 
الفرضية : نفرض نصف قطر المخروطظ - 137 ,2 نفرض ارتفاع المخروط 7 5" نفرض حجم المخروط - 37 
الدالة : قانون حجم المخروط 
العلاقة : مبرهنة فيثاغورس للمثلث القائم الزاوية )4113 
2 1 
000 2717 - 17 
4) -ح 3(4 -772) 4ن 
9 - 62+9- 2م شمن 





1 1 
(3 - 2601 - 72(7 - 26 - ع( 2مج- - ]1 
2 :1< 112522121153221111111215ة 





11 
(0 ح '/آ/]) (372 - 27011 - 17 


001 -372(- 0[ )3( 


(3 ج) 32-0 -127 

0 ح- زط« - 4) م ج 0 - ثم - ص41 

تهمل ‏ 0 - م/م 6111261 

نعوض 4 معادئة (؟) الارتفاع ‏ 4 - / جح 0 - 7 - 4 01 
8 - 16 -24 -ح 4(5) - (6)4 - مر 


نصف القطر ‏ 21/2 -ح 1/8 ح :1 
32 1 
00110 211 - (5)8()4 2 -آ7آ 


س7 / جد معادلة المستقيم الذي يمر من النقطة (8 , 8)6 والذي يصنع مع المحوريين 4 الربع الاول اصغر مثلث . 
الحل : 
الفرضية : نفرض النقطة (3,0) نقطة تقاطع المستقيم مع المحور السيني 
نفرض النقطة (7, 0) نقطة تقاطع المستقيم مع المحور الصادي 
نفرض أبعاد المثلث ح- 37 , 3 نفرض مساحة المثلث - [/ 
الدالة : فانون مساحة المثلث 


العلاقة : قانون الميل (ميل ')4 ح ميل  )8)0'‏ 2 النقطة (8, 82)6 تنتمي للمستقيم '1)0/ 


1 
لك اع عمس مده 221 - 4 


8-0 8- ب 
- ( ا رحا 1ك 


نين 2 وسطين - 
طرفين ب وسطد - 0-6 


22-1 


8- - 82 + 48 - رور - 637 ج 48- - (مز - 8()6 - (ز) 
0 ح- بر8 + بور - 637 








نعوض ©  )١(‏ (2)............ 6 ح بور جح ير8- ع (« - 1106 
حورب “4- _ عه8- 1 0 1م 

1 تسق 0 اك ىر وي 1 
4# - تبرق + بر48- _ (1-) (6د4-) - (د8-) زد - 6) ل 

0 06-1 0 06-1 

| #عر4 + عر48- ‏ , 

د |0 
5 481 - 2م41 
(4 +ب) [0 - 48 - ل ا 700 
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0 -(12 -2)ج جح 0 -ع12 -2ير 
تهمل ‏ 0 -2 :6111261 


12 -د2« ج 0 - 12 - مر 01 
(8)12- (8)12- 
6- 2762ل 
(12,0) نقنطة تقاطع المستقنيم مع المحور السيني  ٠‏ (0,16) نقطة تقاطع المستقيم مع المحور الصادي 
4 8 0 8 1 - 2ل كه 
حت  :‏ جح كد 5 - )7آ 
3 0-6 6-12 رو رع 0 








0< - )0 ح- رونو - بو 
23> 4 
(6 -4)82- ح- 24 - 3 5 (8 - مم 
4 + ر4- - 24 - 33 
0 - 48 - :و3 ل ع4 
س8 / جد بعدي اكبر مستطيل يوضع داخل المنطقة المحددة 24 - 12 -ح (3)/ ومحور السينات » رأسان من 
رؤسه على المنحني والرأسان الاخران على محور السينات » ثم جد محيطه . 
الجل : 
الفرضية : نفرض طول المستطيل - :23 نفرض عرض المستطيل - [ نفرض مساحة المستطيل - 4 
الدالة : قانون مساحة ال مستطيل مساحة ال مستطيل - الطول “ العرض 


العلاقة : المعادلة 62 ع2 - 12 -(و 


(1) ... ... ... ... 28.37 ع 4 


١‏ م تعوض (1) ب 
اانا 229 - 2212 -ح 4 
7 1-1 3و2 - ع«24 ح 4ل 
(0 -'4) 24-6122 - '4 
4 - ثر ج 24 - 2ر6 ج 0( - 622 - 24 
32-2 .:. تههل. 27 ع ين د 2 ع خخ 
الطول 111) .4 - 213 
8 - 12-4 -2(2)-12 ح بروج تير - 12 - بر 
1 +ع2)2 حدم 


71 24 -ح 16 + 8 ع (2)8 + (4)2 ع و2 + 42 دامر 
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س9 / جد ابعاد اكبر اسطوانة دائرية قائمة توضع داخل مخروط دائري قائم ارتفاعه (111© 8) وطول 
قطر قاعدته (112© 12) . 

الحل : 

الفرضية : نفرض ارتفاع الاسطوانه - 12 2 نفرض نصف قطر قاعدتها - 35 2 نفرض حجم المخروط - '[آ 
الدالة : الحجم - مساحة القاعدة < الارتفاع 

العلاقة : تشابه المثلثان () 41 , 1 (41) 





010 - 17آ 
6_ 8 
8-6 
(ط - 6)8 -ح برق 
(2 ج+) 48-61 - مرق 
24-71 - :41 
417 --24 ح 3/1 
24-4 
نعوض ف )١(‏ دار 
47 -- 24 _ر 5 
)1 7 ح ساع ثم - 7] 
1 
(413 - 24.1.2( 7 -آ7آ 
1 
(0 ح '//) (1277 - “487) 2 - 17 


1 
2 01 -1212(- 0 


(470 ج) [0 ع 2عر4 - مم16 | 


0 -2معو-من4 

0 ع (م - 4)ن1 

6©1][2©1* 13*:- 0  لمهي‎ 

7 4 -ح ,م ججح 0 ح :مز 4 01 
ات 115 ا ل 10107 
0000003 3 3 


س10 / جد حجم اكبر مخروط دائري قائم ناتج منه دوران مثلث قائم الزاوية طول وتره 61/3011 دوران 
دورة كاملة حول احد ظلعيه القائمين 

الحل : 

الفرضية : نفرض ارتفاع المخروط - 472 2 نفرض نصف قطر قاعدته -> ٠20235‏ نفرض حجم المخروط -ح '[آ 
الدالة : قانون حجم المخروط 
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جم ١‏ 2 متجعد 


العلاقة : مبرهنة فيثاغورس للمثلث القائم الزاوية 





1 
(1) 27 1 -آ7آ 
(6/3) - 2م مم 
5 نعوض معادئة )١( 4 )١(‏ )2( 8 - 108 -2مر 
5 , 1 
 )108 - 1 ( 7‏ - ] 
1 
(82 -1081) 2 - 17 
11 
(0 ح ”7م 382 - 108) 2 كن 
6+ -م جح 36 - 2,ر جد 0 - 2م - 36 م2 0 - ع2 - 36 
يهمل 6- - | 6111161 
نعو ض 2# (؟) 6 - م/م 01 
2 -ح 36 -108 -108-65 -2م1 
71 72 -:1 
أكبر حجم للمخروط 0113 14475 - 2226 - (72()6) 5 - 211 - ] 
س11/ عابة اسطوانية الشكل مفتوحة من الاعلى سعتها 1123© (72 125) جد ابعادها عندما تكون مساحة المعدن 
المستخدم ل صناعتها اقل ما يمكن . 
الجل : 
الفرضية : نفرض ارتفاع الاسطوانة - 1/ ؛ نفرض نصف قطر الاسطوانة -ح :1 
نفرض المساحة الكلية بدون غطاء - 2/1 ,2 نفرض حجم الاسطوانة - 17 


الدالة : فاتون المساحة المساحة الكلية - المساحة الجانبية + مساحة فاعدة واحدة 

العلاقةهة : قانون حجم الاسطوانهة الحجم - مساحة القاعدة « الارتفاع 

(1)...... ...ج27 ل زع 21 ح 4ل 
د ع 125 جح ((ج ثم دان 


1 - 00 


1 


جم + وعجر 21 ح 4 


0 


125 
+ ج-) 2 - م 


جثممر + 1-م, جر 250 ح 4 
(0 ع '4) ج21 + 2-,7ج2507- ح '4 
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125 (27+) 50 - 
ماك برو لت 
1 








نعوض 4 (؟) 77 5 - م جح 13-125 
125 
ا 1 


س12 / خزان على شكل متوازي سطوح مستطيلة طول قاعدته ضعف عرضها فإذا كانت مساحة المعدن المستخدم 

صناعته “121 108 جد أبعاد الخزان لكي يكون حجمه أكبر ما يمكن علمأ ان الخزان ذو غطاء كامل . 

الحل : 

الفرضية : نفرض عرض القاعدة - 2 2 نفرض طول القاعدة (ضعف عرضها) - :223 2 نفرض الارتفاع - '[ 
نفرض حجم الخزان - [ 

الدالة : حجم الخزان 

العلاقة : مساحة المعدن - المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين 


المساحة الجانبية - محيط القاعدة « الارتفاع 


(1)........ ... 7و ج22 ع (7) *) (م2) - ]1 
الى 5 
() (م2) 2 + بز زم + 2) 2 - 108 
4 محيط القاعدة 
22 
0 ج) 2ر4 + بور 3) 2 - 108 
“2 + 32 - 54 
“2 - 54 ح (روعر3 
2 -54 
نعوض معادئة  )١( © )١(‏ (2) ... ... ...... ا - 
2 2ر2 54 
(223 م54 -<- ا لل 22 - 7] 
3 32 
2 


(0 ح '//) (625 -54) - - 1[ 


دن إ دم 


4 


2 

(6 ج) 0ح 62 -54 كك 0 - ركيم - 054 
عرض القاعدة 3112 -2 جح 9 ع #بر ججح 0 - شير - و9 
طول القاعدة 7 6 -ح (2)3 


- 54- 29( 6 


لارتفا 4  <‏ اج العلل د 
الوم 0 (3)3 
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حل التمارين العامة الخاصة بالفصل الثالت 


01 / 
س5/ جد -- لكل مما يأتي : 





1011 43 17د ح نز (ط 3 +52 -ح بو2 - #روةمر رج 
(2 05©) 2011 ع 7( (0 اعد 2| تي ح بو © 
(*:01غ) :11 ح مر 1 || 7 2ج ح بو ره 
(*7ة) ومع ح بر رط د برع 
الحل : 
كم بعاسن شرب الك 3 +52 ح بو2 - #روثةر (ج 


3 01 2 2_2 47 
2 .2 07.01 0 007 2.0- 5+ 0 


2.2 _ سح 47 ب _47 .3 
ث3 5 --2.0 22 


01 

“رو كير3 - 5 - (2 - نوة21) 0 
#برةد3 - 5 41 

2-:ة213 2 2ك 


1017 47 5111 -ح 7و رط 


01 
(4) د054» . :22 :01خ + (2) 566221 . 42 111ى - 78 


01 
42 . 4401121 ل 560222 . :42 253171 - 78 


حاصل ضرب دالتين اعد 2| تتى حبق © 


01 1 

22. *6. |:2| مز + 2 د ) م - 
1 01 

اعد 2| م تو م2 + كدق 7 

د 02 


(<2 05©) 011+ - 7 (0 
هذه دالة واحدة فقط حيث أن :3 005 هي زاوية 10111 
01 
- 2 
5111-) (60523) 562 <- لل 
(517:20-) (00520) 5002 2 م 


01 
(205©) ان 
011 
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جم 2١‏ متجعحكد 


|| 7“ ح مر به 


01 1 

22 . || 111 + -, قير م 
2 01 

|| 112 ع2 لد عد لد 

01 


(* 72مغ) 12 ع بر 1 
-ح مخ 111آ 2 +01غ) 1711 ح بو 


(2 8011) +11 2 ع رو 








01 
0 . -- 
1 10111 01 
“562 2 41 
707 
ل ا 050 ) 

ددج لاق - لل (5 
((1) خم د جم وتنم ب عم ب ((1-) 28م ل تتم) .نه - تم) _ بول 
دع حادع) د04 
(* عم ع هكم)ر* هم + تم) -ر(* هم - #هم).(* هم - *>م) ‏ (إل 
م تم) دك 
55700 1# جتتن) 32م ستع) _ ركه 
تقتح الاقواس | وى _عمم) 0 يك 


لج ب تعر ته 2 + تقم) ب (23لى ل تعر تع 2 - 22ع) _ تك 


0-1 تم) 01( 
4- تسوب واه لقو بل وبمل 2 ب 1628 _ 01 
2ق دا 6 0 8-7 5 ) 0 01 


(*آع) ومع ح تر (ط 


”6 (*7ع6) 311و - 2 
مشتقة الزاوية 
س6)/ استخدم مبرهنة رول ثم مبرهنة القيمة المتوسطة لايجاد قيم © للدالة 
[2,2-] ع 2« , 2ر2 - كر ح (من) ر 
الحل : أولا : 
)١‏ الدالة مستمرة 4 الفترة المغلقة [2 , 2-] لأنها كثيرة الحدود . 
*") الدالة قابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة (2 , 2 -) لأنها كثيرة الحدود 
؟) نجد (2)/ , (2-)/ 
8 - 16-8 -2(4-2-2(25-) -(2-)/ 
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|(2-م - (2)ما 8 - 16-8 - 225 -2(4) -(2)/ 
كيرح كير كد رووار 
4 - تر4 ع (من) رز 
عندما تكون مبرهنة رول متحققنة فإنه يوجد على الاقل قيمة واحدة ل © بحيث أن 0 - (©) / 
0 - )زر ع4 - 43 ح ن) زر 
0 - (1- م4 ج 0 -دم 4‏ 43 
(2,2-) ع 0ح ج 0 ح ع4 :لجح []أه 
(2,2-) ع 1+ عدم 1د دنم هج 0 - 1 - ثم :رم 


ثانيا : الدالة ضمن الغترة المعطاة تحقق مبرهنة القيمة المتوسطة 
1 ضمن تحقق مبر, 1 


_ (60)/ - (رط)ر 
16 هدم 
1 0 ه©-8 _ ه6,-جم)/ 
د لك 0 4 2-0-2 0 هم 
2 - كر ح (من) /ر 
4 - تير4 ع (من) رز 
ميل المماس - ميل الوتر ميل المماس ع4 - 43 - ع ) / 
0 - (1 - مم4 
(22-) »ع 0 عدم ج 0 ع4 61111 
(2:2-)ع 1+ عمج 1ح ثح جح 0  1-‏ ثم 01 


س7/ 5 + 4 - 224ه ح (3)/ دالة تحقق شروط مبرهنة رول على الفترة [2, 1-] فإذا كانت 2 - ح 
تنتمي الى الفترة (5, 1 -) جد قيمة 4ل © ,0 
الجل : 


““الدالة ث/ تحقق شروط مبرهنة رول (6) / - (0) / 
5 + ع4 - يرم ح (مند) ‏ 


5 (1-)4 --1(5-)2 -ح (1-)/ 

/)-1( - »+ 9 

5 + ه4 - :طم -ح (ط) رز 

(ط) ثر ع (1-)/ . 

5 + ط4 - 2ن -ح و +ع .. 

(1) اا ا لك ع واه - قطم دع .. 
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5 + ع4 - يرم ح (مند) ر 
4 - ج26 - (د) زر 
لدينا ‏ 2 -© 4 - ع2 - )زر 
0 - ن)ر 4 - م4 - 4 - (2) 20 - ن) زر 
نعوض 4 معادلة  )1(‏ 1 - 0 جح 0 -ع 4 - 40 
4 - م4 - 1(55) 1 
0 5 -ط4 -2م 
0 - (1 + 6)ر5 - شط) 
5 - 5 ج 0( ع 5 -ط 61111 
(1- < ط) تهمل ‏ 1- -5 ج ( - 1 +5 :01 
س8/ متوازي سطوح مستطيلة قاعدته مربعة وارتفاعه ثلاث أمثال طول قاعدته » جد الحجم التقريبي له 
عندما يكون طول قاعدته 1118© 2.97 . 


الحل : نفرض طول القاعدة - 1 ؛ نفرض الارتفاع - 1/ 3 ح (,ز .. 
الحجم - مساحة القاعدة « الارتفاع 


27م - 17 
2.3 - ]1 
3 ح («) ر 


نفرض اقرب رقم للعدد المحطى ‏ 3 - 0 ,| 2.97 -[ 


3- -ح 3 -2.97 -ح مط عم 


303 -ح (ه) زر 
1 -27. 3 -ح 3(3). 3 - (0)/ 
م3 - (ت) ر 
2و - (2) ] 


/)3( - 9 )32(<- 1 

(0)] .2< + ره),/ - (« + م)/ 

/)3 + )-0.03(( - /)3( + )-1(/)3( 

يون 78.57 - 2.43 -81 - 81 (0.03-) + 81 ح (2.97) / 
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س9 / مخروط دائري قائم حجمه ”0112 72 210 جد القيمة التقريبية لنصف قطر قاعدته اذا كان ارتفاعه 


27 10 . وزاري ١١٠/د؟‏ 


1 
الجل : حجم المخروط - 5 مساحة القاعدة * الارتفاع 
1 
ا 27 ا 


12 1 
(10) س - 210 ج 10 . 1 3 - ج2107 


_ 210 3( 


2 
9 10 


طول نصف القطر ‏ 1311© 1/63 7 جد 63--2م .اح (3) 21 -2م جه 





أصبح السؤال جد تقريبا مناسبا للمقدار 1/63 
نفرض 64 - ) 


3 م[ 

1 - 653-64 -ح ع00-ث( ع ,م 

عدا - مت ر 

8 - 1/64 - (0) زر 

5 1 

20 - (#2) ر 

066 ك4 ِ . ح- (ه) /ر 


16 (2)8 2/64 
القيمة التقريبية ‏ (0)]/ .1 + (0©)/ - (1 + 6)/ 
4 ح- 0.06 -8 - (1.)0.06- + 8 -ح ((1-) + 64)ر 


س10/ اذا كانت 1 11241 7 يف9 لس 5 باستخدام نتيجة مبرهنة القيمة المتوسطة القيمة التقريبية 
د (1.01)/. 
الحل : 

1 +7/312 -ح مار 


نفرض اقرب رقم للعدد المعطى 1 - 0 <٠‏ 1.01 -ز/ 
1 1 -1.01 #4 -( - ,م 
2 - 1/32 - 1 + (1) 1/31 - (1)/ - (ه)/ 
15 + 312) - 6م 


])00 -  )31+ 1(5 )31( 
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4 31 4 1 َ 4 1 ٌ 
3) -< - (31) 5 (1 + (1) 81 2 - (0/ ج (31) 1(5 +314 ع - (م) رز 


31 1[ 31 51 4- 31 5 
005ل دل ل دا د -24 دل 2595 د - 
10 16 5 205 ج - (ما/ 
(ه) ]. < + ره)ر - و« + م)/ 
(0.01). 0.3875 + 2 - (0.01 +1)/ 
5 - 0.003875 + 2 - (1.01)/ 
س11 / باستخدام معلوماتك 4 التفاضل ارسم المنحني البياني للدالة 1 - 1:2[ 
الجل : 
هه 1 
الدالة 2 درودت 1ع فيررو 
1) أوسع مجال - ١10[‏ 17 0 -ع ج 0 -شع 
2) نقاط التقاطع مع المحورين 
1 
غير معرفهة 0 - 377 حب 0 - 2 عندما 
1 
لا توجد نقاط تقاطع مع المحورين غيرممكن 0 - 1 جل 0 - جد ج 0 - 7[ عندما 
3) التناظر : الدالة غير متناظرة مع نقطة الاصل لأن (7) /#- ع2 (2-) /ر 
الدالة متناظرة مع محور الصادات لأن («)# ع رم -) /ر 
4) المحاذيات : مستقيم محاذي عمودي 0 - 2 جح 0 - 2نر 
' 0 
مستقيم محاذي أفقي ١‏ 0) ره كار 
5) مناطق التزايد والتناقص 


20-1)2تج 0 1 

ا ا لل 

0 5 0 2 ع2- 7 
9 0 7 لا توجد نهايات ‏ 0 # ج- - - - ل[ 


«+لب -_-_- .دل م١‏ اث _ ججح الدالة متناقصة ل (0 > 7 :112 


الدالة متزايدة ل (0 < 7 :11 
6) مناطق التحدب والتقعر 


اا 0 إلا 
ا كر 0ه ل بالل ا ب 2 
ل ب سس سس سس هك 00-2 
3 ال 
مع 5و 20.3--0: 1ن 
4 دل 02 0) ل 


الدالة مقعرة ب4 الفترتين [0 > 12:2 , [0 < :2:1] 
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جم 2١‏ متجعحكد 


7) الرسم البياني 





رز اجن ست لس لس لس لس ست ست سس وي سس هه 


القوانين المستخدمة 2 الفصل الثالث 
)١‏ المساحة الجانبية - محيط القاعدة » الارتفاع 
") المساحة الكلية - المساحة الجانبية + "؟ مساحة قاعدة واحدة 
") محيط المستطيل - (الطول + العرض) < " 
5) مساحة المستطيل - الطول * العرض 
ه) مساحة المربع - طول الضلع ‏ نفسه 
5) محيط المربع - ؛ ا طول الضاع 
)1٠‏ محيط الدائرة - 2116 
6) مساحة الدائرة -1:212 
1) مساحة الكرة - 47212 
)٠‏ حجم الاسطوانة - [١‏ 1:21 


4 
)١١‏ حجم الكرة - 16 17 


2-2-5-4  ليملا‎ 11 )15 


22-1 
12 
)١‏ حجم المخروط -1511 0 
)١15‏ حجم المكعب - 1,3 حيث .آ طول الضلع 


)١5‏ المساحة السطحية للمكعب - 4 * (طول الضلع)2 
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57)المساحة الكلية للمكعب - 6 « (طول الضلع)2 


)١٠‏ المساحة الجانبية لمتوازي المستطيلات - محيط القاعدة * الارتفاع (القاعدة مستطيلة) اي محيط المستطيل 
)المساحة الكلية لمتوازي المستطيلات - المساحة الجانبية + مساحة فاعدتين 
4) حجم متوازي المستطيلات - مساحة القاعدة ا الارتفاع 
)٠١‏ محيط المثلث - مجموع أطوال اضلاعه الثلاثة 
3 شواث 1 3 و4 «٠6‏ 
)"١‏ مساحة المثلث - “ا القاعدة « الارتفاع 
5 000 5 5 2 1/3 5 10/3 5 2 
5) مساحة المثلث المتساوي الاضلاع - 0 أو 27 (طول الضلع) 
*") قانون المسافة - 171(4 - 072) + 21(5 - 3:2) 


15) شبه المنحرف - مجموع اطوال اضلاع الاريبعة 


1 
5) مساحة شبه المنحرف 0 (مجموع ضلعيه المتوازيين) “ الارتفاع 
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